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ZHMEIQMA TOY EKAOTH 


Eva πέπλο μυστηρίου καλύπτει th ζωή καὶ τὸ ἔργο μιας 
από τις σημαντικότερες μορφές τῆς ἀρχαίας ελληνικής φιλο- 
σοφίας, του Πυθαγόρα του Σάμιου. Ot σύγχρονοι του μα Kal 
Ol μετέπειτα στοχαστές εκφράστηκαν για αὐτόν μὲ τὸν πλέ- 
ον αντιφατικό τρόποι Tov είπαν μάγο, δαίμονα, φιλόσοφο 
καὶ επιστήμονα, αλλά καὶ αντιγραφέα, τσαρλατάνο καὶ éva 
σωρό ἄλλα. 

Ὡστόσο, κανείς δὲν αμφισβήτησε To ότι κατάφερε Va επι- 
δράσει σημαντικά στὴ μετέπειτα avdatvgén του φιλοσοφικού 
στοχασμού, καταφέρνοντας va γεφυρώσει τὴ θρησκευτική με 
τὴ φιλοσοφική αναζήτηση. Προσέγγισε όλα ta πεδία έρευνας, 
από εκείνο τῆς μελέτης τῆς εξωτερικής καὶ απτής φύσης, μέ- 
χρι τὰ πιο agnpnuéva καὶ αδιερεύνητα πέρατα tov Σύμπα- 
ντος. 

Μέσα από το πνευματικό οικοδόμημα tov Πυθαγόρα οἱ ε- 
πιστήμες απέκτησαν οὐυσιαστικό καὶ φιλοσοφικό υπόβαθρο, 
ξεφεύγοντας ἀπό τὴν andj Kat καθημερινή χρήση τους. Η α- 
στρονομία, ἡ μουσική, αλλά κατά κύριο λόγο Ta μαθηματικά, 
θεωρούμενα ὡς περιλαμβάνοντα καθετί dAdo, προσέγγισαν το 
απώγειο τῆς ουσιαστικής τοὺς διάστασης, ὡς μέσα για τὴν 
πνευματική εξύψωση καὶ τελείωση τῆς ανθρώπινης οντότη- 
τας. 

Μπορεί στους καιρούς μας va ἔχει λησμονηθεί το πνεύμα 
του Πυθαγόρα, αλλά to ότι θεμέλιο της σύγχρονης μαθημα- 
τικής επιστήμης αἀποτελεί ἡ ἀριθμητική του, κανείς δὲν μπο- 
pet va To αμφισβητήσει. Otav μιλάμε για περιττούς καὶ άρ- 
τιους αριθμούς, για ρητούς ἡ άρρητους, για αναλογίες καὶ a- 
ριθμητικές ἡ γεωμετρικές προόδους, Oa πρέπει va θυμόμαστε 
ότι ἡ καταγωγή καὶ ἡ ονομασία τους -καθώς Kat πολλών dA- 


A@v- avayovtat στον idio tov Πυθαγόρα καὶ τοὺς μετέπειτα 
οπαδούς τῆς φιλοσοφίας tov, τους Νεοπυθαγόρειους. 

Στο παρόν έργο γίνεται μιὰ από τις σοβαρότερες προσπά- 
θειες συγκρότησης καὶ παράθεσης τῶν βασικότερων εννοιών 
που αποτελούν τῇ Θεωρητική Αριθμητική τῶν Πυθαγορείων, 
από évav άνθρωπο που αφιέρωσε tT ζωή tov στὴν αρχαία 
ελληνική φιλοσοφία Ο Τόμας Τέιλορ (1758-1835) μετέφρασε 
σχεδόν ολόκληρη τὴν ελληνική κλασική γραμματεία στὴν ay- 
γλική γλώσσα, ενώ εξέδωσε καὶ μερικά δικά του έργα, εκ τῶν 
οποίων TO σπουδαιότερο εἶναι ἡ Θεωρητική Αριθμητική τῶν 
Πυθαγορείων. Χρησιμοποιεί bles τις διαθέσιμες ἀρχαίες πη- 
γές, όπως ta έργα του Πλάτωνα, tov Αριστοτέλη, του Πρό- 
κλου, tov Πλωτίνου, tov Πλουτάρχου, tov Θέωνα του Σμυρ- 
ναίου, tov Ιάμβλιχου, κια., μαζί με τις δικές του μελέτες, προ- 
κειμένου va αναβιώσει τις θεμελιώδεις apyé της Πυθαγό- 
ρειας Φιλοσοφίας. 

Παρά τις δυσκολίες του εγχειρήματός του, κατάφερε va 
παρουσιάσει μια εντυπωσιακή πραγματεία, τῆς οποίας ἡ κα- 
τανόηση προὕύποθέτει ενδελεχή μελέτη καὶ αδιάλειπτο στοχα- 
σμό. Μπορεί το ἔργο του αναγνώστη va μὴν είναι εύκολο, αλ- 
Aad ἡ προσέγγιση τῆς κάθε évvoiac αποτελεί οδοδείκτη για τὴν 
επόμενη καὶ ἔτσι διαγράφεται ένα ταξίδι τοῦ νοῦ προς odo 
Kat υψηλότερες σφαίρες συνειδητοποίησης. 


Αθήνα 1995 Ιάμβλιχος 
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O ΠΥΘΑΓΌΡΑΣ 
KAI H 
®MIAOXO®IA TOY 


«Αὐτοί που καλούνται Πυθαγόρειοι, ασχολήθηκαν 
πρώτοι μὲ ta μαθηματικά καὶ ανέπτυξαν αὐτή τη 
σπουδή καὶ αφού ἀανατράφηκαν μέσα o' αυτά, θεώρη- 
σαν ότι ot ἀρχές τοὺς είναι apyés τῶν πάντων. 


(Αριστοτέλης, Μετά ta Φυσικά, AS.) 


Η μελέτη της ζωής του Πυθαγόρα αλλά και της φιλοσο- 
φίας του sivat θέμα που απασχόλησε αρκετούς διανοούμε- 
νους από τις παλιότερες εποχές μέχρι τις μέρες μας. To 
κύριο πρόβλημα στη μελέτη καὶ THV καταγραφή υπήρξε ἡ éA- 
λειψη πηγών, μια και τίποτε δε σώζεται από την ἐποχή TOD 
Πυθαγόρα. Πολλοί μετέπειτα φιλόσοφοι ἕκαναν αναφορές 
στον ίδιο καὶ TH φιλοσοφία του ἀαποσπασματικά, αλλά ποτέ 
dev υπήρξε σαφής διαχωρισμός ἀνάμεσα στις μυθικές 
διηγήσεις καὶ THV πραγματικότητα, πέρα βεβαίως από το γε- 
γονός της ατομικής προκατάληψης, ἡ οποία πρέπει va λαμ- 
βάνεται υπόψη, θετικά ή αρνητικά. Δύο εἰναι οι βιογραφίες 
tov Πυθαγόρα που éyovv διασωθεί, ἡ μία είναι του Πορ- 
φύριου Kat ἡ άλλη του Ιάμβλιχου, αλλά Kat ot δύο εἰναι 
γραμμένες τουλάχιστον 800 χρόνια μετά. 

Λαμβάνοντας υπόψη Ta παραπάνω, θα επιχειρήσουμε va 
παρουσιάσουμξε τις γενικά αποδεκτές απόψεις σχετικά με TO 
πρόσωπο του Πυθαγόρα και τις θεωρίες Tov -και μάλιστα εν 
συντομία- προκειμένου va βοηθηθεί ο ἀναγνώστης στὴν α- 
νάγνωση tov παρόντος βιβλίου. 


H επικρατούσα άἀποψη είναι πὼς ο Πυθαγόρας γεννήθη- 
Ke στή Σάμο μεταξύ 570 και 580 π.Χ. Ο πατέρας του ονομα- 
ζόταν Μνήσαρχος και ἡ μητέρα του Παρθενίς. Λέγεται δὲ 
πὼς το όνομα Πυθαγόρας tov το ἔδωσαν οἱ γονείς του ε- 
πειδή, μετά από επίσκεψή τοὺς στο Μαντείο τῶν Δελφών, η 
Πυθία tovg ανήγγειλε την επερχόμενη γέννησή του, χωρίς 
ακόμη ot ίδιοι va το γνωρίζουν. Τους είχε μάλιστα τονιστεί 
0 ιἰδιαίτερος ρόλος που θα διαδραμάτιζε στην ανθρωπότητα. 

Me αφορμή τούτα τα τελευταία λόγια του χρησμού, φρό- 
ντισε ο πατέρας του από νωρίς va ἔχει ιδιαίτερη μόρφωση 
και σταδιακά ο νεαρός Πυθαγόρας άρχισε va αναδεικνύει 
τὰ σπουδαία πνευματικά του χαρίσματα. Πολύ γρήγορα ἐἔγι- 
VE γνωστός και στοὺς επώνυμους σοφούς εκείνης της ETOYS 
και μάλιστα διατηρούσε πολύ καλές σχέσεις HE TO Θαλή το 
Μιλήσιο. 

Ἐκείνο τον καιρό κυβερνήτης της Σάμου ήταν ο τύραννος 
Πολυκράτης, τον οποίο άλλοι παρουσιάζουν φιλομαθή Kat 
φιλότεχνο, ενώ άλλοι φιλήδονο καὶ ExQvAo. Γεγονός είναι 
πὼς αυτός -λέγεται- χρηματοδότησε τον Πυθαγόρα Kat τον 
παρότρυνε va πάει στην Αίγυπτο, δίνοντάς του και συστατι- 
κές επιστολές για τον Άμασι Β'. Και ο Πυθαγόρας αποφά- 
σισε τὴν πραγματοποίηση avtovd τοῦ ταξιδιού, μιὰ και O 
Θαλής του είχε μιλήσει για TH μυστηριακή αὐτή χώρα Kat 
για Ta όσα είχε va μάθει εκεί. 

Ξεκινώντας λοιπόν από tn Σάμο, ο Πυθαγόρας δεν πάει 
κατευθείαν στην Αίγυπτο, αλλά σταματά για λίγο καιρό στην 
Κρήτη. Εκεί έρχεται σε επαφή με τοῦς ἱερξείς του Δία Kat 
αναφέρεται πὼς μυήθηκε OTA εκεί μυστήρια, περνώντας από 
μια τελετή που διαρκούσε 9 ἡημέρες. Αφού παρέμεινε εκεί 
διδασκόμενος για κάποιο διάστημα, ἀαποφάσισξε Va συνεχίσει 
TO ταξίδι TOV προς τὴν Αἰίγυπτο Kal πράγματι ἔγινε δεκτός 
ot Διόσπολη. Ακολούθησε μιὰ μακρόχρονη διδασκαλία ὡς 
ὉὍὉποψήφιος τῶν μυστηρίων, διδάχθηκε όλες τις επιστήμες τῶν 
αιγυπτίων ϊτιερέων και τελικά μυήθηκε με επιτυχία. 

Ou διάφορες πηγές, όμως, ὃς δίνουν τέλος σε τούτη τὴν 
πορεία αναζήτησης Kal αναφέρουν πῶς HE κάποιο τρόπο 
βρέθηκε στη Βαβυλώνα, όπου και διδάχθηκε τις ϊτερές τέχνες 


TOV μάγων - ιερέων που ζούσαν εκεί. Κάποιοι λένε πὼς πιά- 
στηκε αιχμάλωτος στὴν Αίγυπτο μετά από επιδρομή τῶν Ba- 
βυλωνίων, ενώ άλλοι ότι πειρατές κατέλαβαν το καράβι που 
επέβαινε Kar μαζί με άλλους τον ἐσυραν αιχμάλωτο στη Βα- 
βυλώνα. Πάντως το ανήσυχο πνεύμα του TPOGEAKVOE TO EV- 
διαφέρον τῶν σοφών ιτερέων της Βαβυλώνας και για άλλη 
μια φορά εντρύφησξε στὰ μυστήρια καὶ τις νέες διδασκαλίες 
για APKETO καιρό, μελετώντας το Ζωροαστρισμό και μυούμε- 
νος ota Χαλδαϊκά μυστήρια. Τελικά ἐπέστρεψε στην πατρί- 
δα TOD και OL περισσότεροι συμφωνούν πῶς αὐτή ἡ μυητική 
ἐμπειρία του Πυθαγόρα στις διάφορες χώρες διήρκεσε σχε- 
δόν είκοσι χρόνια. 

H επιστροφή στη Σάμο τον βρίσκει va έχει υπερβεί πλέ- 
ον τὴν πέμπτη δεκαετία της ζωής Tov και va ἔχει διαμορφώ- 
σει τις θεμελιώδεις IOEEG της φιλοσοφίας του, την οποία αρ- 
χίζει να διδάσκει. Σύντομα δημιουργήθηκε ένας κύκλος οπα- 
δών, OL περισσότεροι από τους οποίους έἐμεναν μαζί TOV σε 
κάτι σπηλιές. Ὡστόσο de θα μείνει OT γενέτειρά τοῦ για πο- 
λύ καιρό. Κανείς de διασαφηνίζει τους λόγους που τον ὦώθη- 
σαν νὰ φύγει μακριά από αὐτή, παρόλο που ορισμένοι ισχυ- 
ρίστηκαν ότι dev ανεχόταν TH χλιδή καὶ την πολυτέλεια που 
επικρατούσαν υπό TH διακυβέρνηση του Πολυκράτη. 

Έτσι, γύρω ota 518 π.Χ. μεταβαίνει στον Κρότωνα της 
Ιταλίας, μια από τις πόλεις της Μεγάλης Ἐλλάδας. Εκεί τυγ- 
χάνει θερμής υποδοχής μιὰ και HON ἡ φήμη Tov ήταν εξα- 
πλωμένη και μάλιστα λέγεται ότι OTHV πρώτη δημόσια ομιλία 
του παραβρέθηκαν δύο χιλιάδες ἀνθρῶποι. LE Eva τόσο Ev- 
νοϊκό κλίμα μπαίνουν τὰ θεμέλια της Σχολής του και ov- 
γκροτείται To περίφημο «Ομακοείο». H όλη οργάνωση στη- 
ρίχθηκε σε κοινοβιακά πρότυπα με αὐυστηρές αρχές και κα- 
νόνες, σε βαθμό που αργότερα éytvav παροιμιώδεις. Η διδα- 
σκαλία Tov είχε τρομερή απήχηση και περιελάμβανε ένα 
κράμα θρησκευτικών και φιλοσοφικών στοιχείων. Φυσικά έ- 
νας τέτοιος διαχωρισμός μόνο εκ τῶν υστέρων θα μπορούσε 
va γίνει, διότι ο Πυθαγόρας είναι ο πρώτος που διατυπώνει 
τὴ λέξη «φιλοσοφία» για τις αναζητήσεις του και τον προσ- 


H OEQPHTIKH APIOMHTIKH ΤΩΝ ITYOATOPEIQN 


διορισμό «φιλόσοφος» γιὰ τοὺς ἀνθρώπους TOV OTPEMOVTAL 
προς τὴν επίλυση τῶν αιώνιων προβλημάτων. 

Ano ὀλα τα μέρη της Ελλάδας αλλά καὶ του τότε γνωστού 
κόσμου συνέρρεαν ἀνθρῶποι για va ακούσουν τις διδαχές 
του, va γίνουν μαθητές του και va ἀκολουθήσουν τον τρόπο 
ζωής που επαγγελόταν. Le ελάχιστο χρόνο ἡ φήμη Tov δια- 
πέρασε τὴν οικουμένη KOL οι ιδέες TOD άγγιξαν ἀρκετά TPO- 
τοπόρο πνεύματα εκείνης της εποχής. Πολλοί Kat από διά- 
φορᾶς περιοχές υπήρξαν μαθητές του, αρκεί va αναφερθεί 
ότι μεταξύ αυτών υπήρξε και ένας δρυΐδης, ο Ἄβαρις. 

Η επίδραση που άσκησε o Πυθαγόρας δεν ήταν μόνο επί 
φιλοσοφικού επιπέδου, αλλά ἐδῶσε μια νέα ηθική καὶ κοι- 
νωνική διάσταση στοὺς ανθρώπους και ιδίως στοὺς Κροτω- 
νιάτες. Κατ' αὐτόν τον τρόπο, ὀπῶὼς ήταν φυσικό, είχε Evav 
κυρίαρχο λόγο στα πολιτικά πράγματα τῆς πόλης και APKE- 
τές ήταν οι φορές που είχε δώσει λύσεις και συμβουλές. 
Αὐτή ακριβώς ἡ καταλυτική του παρουσία στα πολιτικά δρώ- 
μενα ίσως ήταν ἡ αἰτία μιὰς αντίδρασης που ξεσηκώθηκε 
προς αὐτόν, με πρωτεργάτη τον Κύλωνα, βασικό εκπρόσωπο 
τῆς ντόπιας ολιγαρχίας. Αὐτός κατάφερε κάποια στιγμή va 
ξεσηκώσει και Va στρέψει Eva μεγάλο μέρος του πληθυσμού 
ἐνάντια στοὺς Πυθαγόρειους, με ἀποτέλεσμα va ξεσπάσουν 
βίαιες ταραχές και πολλοί va οδηγηθούν στη φυγή, EVO ορι- 
σμένοι και στο θάνατο. Λέγεται πῶς ο Πυθαγόρας βρισκό- 
ταν στη Δήλο τις ἡμέρες τῶν ταραχών, προκειμένου να περι- 
θάλψει τον ετοιμοθάνατο δάσκαλο του Φιλόλαο, μα όταν ε- 
πέστρεψε, SEV του ἔμενε τίποτε άλλο va κάνει από TO νὰ 
φύγει και αυτός. Πραγματικά κατέφυγε oto Μεγαπόντιο Kat 
για νὰ αἀποφύγει τους εχθρούς του κλείστηκε στο Vad τῶν 
Μουσών. Ot απόψεις για τον τρόπο θανάτου του διΐστανται, 
καθώς κάποιοι λένε ότι πέθθανε μέσα στο vad από ασιτία, 
ενώ άλλοι υποστηρίζουν ότι δολοφονήθηκε από εξαγριωμέ- 
νους ἀντιπάλους του. Πέθανξ σε ηλικία 75 ή 80 χρόνων. 
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EIZATOTH 


H ITYOATOPEIA ΦΙΛΟΣΟΦΙΑ 


Όπως προαναφέραμε, ἡ πυθαγόρεια σκέψη δομήθηκε μέ- 
oa από ένα κράμα θρησκευτικής πίστης και φιλοσοφίας. Κα- 
τά γενική ομολογία τῶν μεταγενέστερων TO πνεύμα του Op- 
φισμού διαπερνούσε THV πυθαγόρεια φιλοσοφία. Ἤ, για va 
TO πούμε με άλλα λόγια, ἡ φιλοσοφία του Πυθαγόρα υπήρξε 
η φιλοσοφική πραγμάτωση τῆς ορφικής πίστης. 

Το βασικότερο δόγμα του Πυθαγόρα ήταν ἡ πίστη στην 
αθανασία της ψυχής, ἡ οποία αναπτύσσεται διαρκώς και αλ- 
λάζει σώματα προκειμένου va λυτρωθεί τελικά από TH θνητή 
ζωή και καθαρή να λάβει τη θέση της μεταξύ τῶν αθανάτων 
όντων. Δηλαδή, ήταν ἀποδεκτή ἡ θεωρία της μετενσάρκωσης 
της ψυχής, ἡ οποία μέσα από έναν κύκλο γεννήσεων ATEAED- 
θερώνεται από το θνητό σώμα. 

Ἐπομένως, ο άνθρωπος -κατά τους Πυθαγόρειους- ἔχει 
σαν σκοπό τῆς ζωής του va αποτινάξει το ζυγό του θνητού 
σώματος και va γίνει καθαρό πνεύμα, οπότε θα ενωθεί με TO 
συμπαντικό πνεύμα στο οποίο ανήκει. 

Ο Πυθαγόρας πιθανολογείται πῶς ήταν ο πρώτος που 
χρησιμοποίησε TOV OPO «κόσμος» προκειμένου Va πυποδηλώ- 
σει το Σύμπαν σαν μιὰ οργανωμένη τάξη. Το Σύμπαν διέπε- 
ται από μια τάξη και είναι οργανωμένο και éuwoyo. Δεν υ- 
πάρχει τίποτε άψυχο και κενό ζωής κατά τους Πυθαγό- 
petovs. Με avtov τον τρόπο παρουσιάζεται ἡ ἔννοια της 
«συγγένειας ολόκληρης της φύσης»: και όπως το Σύμπαν εἰ- 
ναι «κόσμος» οργανωμένος, ἕτσι και ο άνθρωπος αποτελεί 
μια μικρογραφία avtod Tov «κόσμου», ένα μικρόκοσμο. Με- 
λετώντας αὐτόν τον μικρόκοσμο, οὐυσιαστικά σπουδάζουμε 
τις θεμελιώδεις δομές του Σύμπαντος. Καταλαβαίνουμε, λοι- 
TOV, ότι για τους Πυθαγόρειους ο κόσμος δεν είναι ἕνα α- 
ντικείμενο έρευνας, πειραματισμού και επιβολής, αλλά μια 
τιερή τάξη γεμάτη δυνάμεις καὶ ἡ συμμετοχή σε αὐτές SPA 
αποκαλυπτικά OTN νόὀησή μας Kal διεγείρει βαθύτατα τον ε- 
OOTEPIKO μας κόσμο. 

‘Eva άλλο σημαντικό στοιχείο της πυθαγόρειας σκέψης 
είναι ἡ έννοια του πέρατος ἤ ορίου. ATO TH στιγμή που υφί- 


σταται O κόσμος, ἡ οργανωμένη τάξη στο Σύμπαν, προῦπο- 
θέτει τὴν ὑπαρξη ενός ορίου, καθώς οτιδήποτε δεν ἔχει προ- 
καθορισμένα ὀρια εἶναι άμορφο και ταιριάζει στο χάος. O 
κόσμος δημιουργείται με την παρέμβαση Tov ορίου στο άπει- 
po, οπότε αποκαλύπτεται μια καθορισμένη ενότητα. Το κα- 
θορισμένο και το ἀαἀπροσδιόριστο αποτελούν τις δυο βασικές 
αντίθετες αρχές για τους Πυθαγόρειους, από τις οποίες ἢ 
πρώτη είναι το καλό καὶ ἡ δεύτερη TO κακό, αφήνοντας va 
φανεί ἡ έννοια Tov δυϊσμού στη φιλοσοφία τους. O Αριστο- 
τέλης παραθέτει έναν πίνακα tov Αλκμαίωνα του Κροτωνιά- 
τῇ μὲ TA βασικά αντίθετα τῶν Πυθαγορείων: 


πέρας --- ἀπειρον 
περιττόν — ἀρτιον 
εν --- πλήθος 
δεξιόν --- ἀριστερόν 
άρρεν — θήλυ 
ηρεμούν --- κινούμενον 


ευθύ --- καμπύλον 
φῶς --- σκότος 
αγαθόν --- κακόν 
τετράγωνον — ετερομήκες 

Ἐκείνο, όμως, που διαφοροποιεί εντελώς TH φιλοσοφική 
σκέψη του Πυθαγόρα από τους υπόλοιπους εἶναι ο τρόπος ή 
διαδικασία κάθαρσης και απελευθέρωσης της ψυχής. Πάνω 
ota μέσα για τὴν επίτευξη avtovd tov σκοπού οικοδομήθηκεξ 
ένα οἰκοδόμημα απέραντου πνευματικού ὕψους. Ο Πυθαγό- 
pas χρησιμοποιεί τα μαθηματικά yia τη διείσδυση του στις 
πιο ὑὑψηλές περιοχές TOV νοῦ και δὲν TO κάνει μὲ κάποια 
δεισιδαιμονική αντιμετώπιση τους. Αντίθετα, θεμελιώνει TH 
μαθηματική επιστήμη καὶ τὴν ἀνάγει σε φιλοσοφική θεωρία. 
Ξεφεύγει από τις μετρήσεις και τις λογιστικές ενασχολήσεις 
τῆς καὶ την αναβιβάζει σε επίπεδα ιδεών. Καθίσταται πρω- 
τοπόρος Tov μαθηματικού στοχασμού, ανακαλύπτοντας νέες 
μαθηματικές θεωρίες και ἀαρχές, που ἡ δφαρμογή τοὺς απο- 
δείχθηκε διαχρονική. To yv@otd σε OAovs μας Πυθαγόρειο 
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θεώρημα -το τετράγωνο τῆς υποτείνουσας ενός ορθογώνιου 
τριγώνου ιἰσούται LE το ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν δύο 
άλλων πλευρών- αντλεί από εκείνες τις εποχές THV κατα- 
γωγή του. Αξιοσημείωτο επίσης είναι το ότι ὃς μελετούσαν 
τους αριθμούς ἀαφηρημένα, αλλά χρησιμοποιούσαν χαλίκια, 
με τὰ οποία σχημάτιζαν διάφορα σχήματα και εξέταζαν τις 
μεταξύ τοὺς ανακύπτουσες σχέσεις. Όταν, για παράδειγμα, 
αναφέρονταν στους τριγωνικούς αριθμούς, Sev ἔκαναν τίπο- 
τε ἄλλο από το Va μελετούν TO σχήμα που δημιουργείται από 
τὴν τοποθέτηση τῶν αριθμών, Δηλαδή, 


O τριγωνικός αριθμός 10 είναι ἡ περίφημη τετρακτύς, ο 
τέλειος αριθμός, σχηματιζόμενος από το ἀθροισμα τῶν τεσ- 
σάρων πρώτων (1+2+3+4=10). Με tov ίδιο τρόπο μελε- 
τούσαν τοὺς τετράγωνους αριθμούς, τους κύβους K.AT., κα- 
θώς επίσης αναζητούσαν τις συμμετρικές τοὺς σχέσεις, τις 
αναλογίες τους. Οι ίδιοι ανακάλυψαν τους μαθηματικούς μέ- 
σους, δηλαδή τον αριθμητικό, το γεωμετρικό και τον αρμονι- 
κό. 

Αλλά όλα τούτα de θα είχαν ίσως ποτέ ἀανακαλυφθεί εάν 
οι ἀριθμοί ὃς συνδέονταν με ἔέννοιες και ποιότητες. Όπως 
θα διαπιστωθεί και στο τρίτο βιβλίο του παρόντος Epyov, ot 
αριθμοί δεν είναι ποσότητες ATAMS, αλλά αντιπροσωπεύουν 
ιδέες και ἀαρετές και κάθε συσχέτισή τοὺς οδηγεί την ανθρώ- 
Tivy διάνοια σε συνειδησιακές ανακαλύψεις. Méow αυτών 
παρέχεται μια δυνατότητα ανάπτυξης καὶ βελτίωσης της αν- 
θρώπινης οντότητας. 

Στὴν ovoia ot Πυθαγόρειοι εξομοίωσαν ολόκληρη TH 
φύση LE τους αριθμούς Kat υπέθεσαν ότι Ta στοιχεία τῶν 
αριθμών είναι στοιχεία όλων τῶν όντων και όλος ο κόσμος 
είναι appovia και αριθμός. 
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H ἐννοιὰ της ψυχής ὡς αρμονίας είχε πολύ ισχυρή επί- 
δραση ot φιλοσοφία τῶν Πυθαγορείων. Αλλά αυτή την ἐν- 
vola κατά κανένα τρόπο δεν τὴν ταύτιζαν με την εξισορρό- 
THON τῶν δυνάμεων του φυσικού τους σώματος, αλλά με TOV 
αριθμό. Θεωρούσαν λοιπόν πὼς ἡ αρμονία της ψυχής σχετί- 
ζεται με τὴν τετρακτύν, τον τέλειο αριθμό. Δημιουργείται δε, 
μέσω της αρμονίας τῶν πρώτων τεσσάρων αριθμών -1, 2, 3, 
4- καθώς avtoi είναι οἱ EvoapKa@Tés τῆς. LE τέτοιες βεβαίως 
ιδέες στηρίχθηκαν καὶ χρησιμοποίησαν το μαθηματικό TOVG 
πυπόβαθρο oto πεδίο της μουσικής. Ο ίδιος ο Πυθαγόρας α- 
νακάλυψε ότι εκείνα τὰ διαστήματα της μουσικής κλίμακας 
που ονομάζονται τέλειες αρμονίες, μπορούν va διατυπωθούν 
αριθμητικά ὡς αναλογίες μεταξύ τῶν αριθμών 1, 2, 3, 4. Pi 
παράδειγμα, ἡ avadoyia δύο προς ένα μας δίνει την ογδόη H 
τῇ δια πασών συμφωνία, όπως την ἀαποκαλούσαν. Συνεπώς, 
επιβεβαίωσε με ακρίβεια ότι υφίσταται μια αριθμητική ορ- 
γάνωση μέσα στην ίδια TH φύση του ήχου και κάτι τέτοιο SEV 
είχε VO κάνει μόνο LE TH μουσική που ακουγόταν από κά- 
ποιο όργανο, αλλά με το ίδιο το Σύμπαν. Διότι ἡ μουσική 
εξέφραζε ακριβώς THV υφιστάμενη συμπαντική αρμονία και 
ήταν ἕνα μέσο προσέγγισης της μέσω Tov ίδιου του κάλλους 
της. 

Τὴν αρμονία της τετρακτύος αναζήτησαν o1 Πυθαγόρειοι 
και στον οὐρανό, όπου διεπίστωσαν τις κανονικές κινήσεις 
τῶν ἄστρων. Προκειμένου δὲ va δημιουργήσουν τη δεκάδα 
στο ἡλιακό μὰς σύστημα, πρόσθεσαν και ένα δέκατο πλα- 
νήτη, την αντιχθόνα, που δεν είναι ορατή από τη yn. Δια- 
κήρυτταν λοιπόν ότι ἡ κίνηση τῶν OVPAVLOV σωμάτων σίγου- 
pa siye oav αποτέλεσμα va βγαίνει κάποιος ήχος, αφού κάτι 
τέτοιο συμβαίνει και με TA σώματα στη yn. Και αφού οι απο- 
στάσεις μεταξύ τους είναι ἀαναλογικές, επόμενο ήταν ότι Ba 
παράγεται μουσική και ἀαποκαλούσαν το φθόγγο τῶν άστρων 
evappovio. Ο Πυθαγόρας συνήθιζε va λέει πῶς αφουγκρά- 
ζεται TH μουσική τῶν ουράνιων σφαιρών και τον ακολούθη- 
σαν και αρκετοί άλλοι μεταξύ τῶν Πυθαγορείων. 

Η φιλοσοφία τῶν Πυθαγορείων, λοιπόν, κινήθηκε σε ένα 
πολυδιάστατο επίπεδο. Χρησιμοποίησε ta μαθηματικά, tH 


μουσική, την ἀαστρονομία, αλλά και την ιατρική, καθώς ot 
INVES αναφέρουν ότι ἔδιναν ιδιαίτερη σημασία OT φυσική 
αγωγή Kat TH δίαιτα, προκειμένου va διατηρούνται υγιείς. H 
EOAPLOYN τῆς φιλοσοφίας τους ήταν όντως ένας πλήρης τρό- 
πος ζῳωής και ἀσκούσαν ουσιαστικά THV ψυχή τους προκειμέ- 
νου VO TAVTLOTEL με την αρμονία του κόσμου. 

Οι Πυθαγόρειοι ὀφειλαν va είναι σιωπηλοί και υπάκου- 
Ol, ενώ τὰ ανώτερά τοὺς καθήκοντα ήταν σεβασμός προς TO 
θείο, τοὺς γονείς και το νόμο. Η μεταξύ τους συμπεριφορά 
στηριζόταν OTH δικαιοσύνη αλλά όχι στὴν LOOTHTA, διότι α- 
ποδέχονταν την ὑπαρξη μιὰς ἱιεραρχίας, στην οποία καθένας 
κατείχε την ἀαρμόζουσα θέση. 


ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ APIOMHTIKH 
Xe τρία βιβλία 


Περιέχει 
Την Ουσία Όλων Όσων Έχουν Γραφτεί 
Πάνω Στο Θέμα Από το Θέωνα το Σμυρναίο, 

Το Νικόμαχο, Τον Ιάμβλιχο Και Το Βοήθιο 
Μαζί με κάποιες Αξιοσημείωτες Λεπτομέρειες 
Σχετικά με τους Τέλειους, Τους Φίλιους 
Και Ἄλλους Αριθμούς, Tov As θα Βρεθούν 
Ze Κανένα Γραπτό Αρχαίου ή Σύγχρονου Μαθηματικού. 
Ἐπιπλέον, Eva δείγμα Του Τρόπου Me Tov Οποίο 
οι Πυθαγόρειοι Φιλοσοφούσαν Σχετικά Με 
τους Αριθμούς: Και pia Ανάπτυξη Της Μυστικιστικής 
Και Θεολογικής Αριθμητικής Τους. 


Από Tov Τόμας Τέιλορ 


«Πρέπει λοιπόν, Γλαύκων, va θεσπίσουμε δια νόμου αυτό 
το μάθημα (τῆς αριθμητικής) Kat va πείσουμε αὐτούς που 
θα διαχειρισθούν τα ανώτατα αξιώματα τῆς πόλης va ε- 
πιδίδονται στη λογιστική καὶ Va καταγίνονται με αυτή, όχι 
με ένα συνηθισμένο τρόπο, αλλά ὡς το βαθμό mov να είναι 
ikavot να γνωρίσουν με τὴν καθαρή νόηση τὴ φύση τῶν 
αριθμών, όχι για va τὴ χρησιμοποιούν βέβαια όπως οι é- 
μποροι καὶ Ol καταστηματάρχες για τις αγοραπωλησίες 
τους, αλλά για va τὴν εφαρμόζουν στὰ πολεμικά και va 
εὐκολύνουν τις ενέργειες τῆς ίδιας τῆς ψυχής καὶ τὴ 
στροφή τῆς από Ta φθαρτά στὴν αλήθεια καὶ τὴν οὐσία 
(ή την αληθινή ὑπαρξη)». 


Πλάτωνας, Πολιτεία, Κεφ. 7, 525y. 


ΕἸΣΑΓΩΙῊ 


φιλοσοφία, όπὼς κατάλληλα χαρακτηρίστηκε από τον 
Πλάτωνα και προσωπικά εἰμαι απόλυτα πεισμένος, εἰ- 
ναι to μεγαλύτερο aya0o που δόθηκε ποτέ από τοὺς θεούς 
στον ἄνθρωπο. Ἐκείνος mov πασχίζει va τή σώσει από τη 
λήθη καὶ νὰ TH μεταδώσει στις μελλοντικές γενιές, πρέπει 
απαραίτητα νὰ αγωνιστεί VA ὠφελήσει TH χώρα Tov και AN 
τὴν ἀνθρωπότητα στον πιο ὑψηλό βαθμό. Η επίτευξη avtovd 
tov σπουδαίου σκοπού αποτελεί TO στόχο TOD μεγαλύτερου 
μέρους της ζωής μου και ἡ παρούσα εργασία γράφτηκε α- 
ποκλειστικά για THV προώθηση Tov συγκεκριμένου σκοπού. 
ὥς αποτέλεσμα της λήθης στην οποία πραγματικά ἡ φιλο- 
σοφία ἐχει περιέλθει, μέσω της κατάργησης τῶν σχολών τῆς, 
ot μαθηματικές apyés ἔχουν μελετηθεί με στόχο περισσότε- 
pO τις ανάγκες και τις ἀνέσεις μιὰς ζωής απλώς ζωώδους, 
παρά τὴν αγαθή διάνοια από την οποία ἡ ίδια μας ἡ ὕπαρξη 
και ἡ εὐδαιμονία συνίστανται. Ἔτσι, το πυθαγόρειο αίνιγμα 
«ένα σχήμα και ἕνα βήμα, αλλά όχι Eva σχήμα και τρεῖς ο- 
βολοί», ἐχει διαστραφεί εντελώς. Γιατί 6An ἡ προσοχή εκεί- 
νῶν που ἔχουν εφαρμόσει τὰ μαθηματικά ἔχει στραφεί 
στοὺς οβολούς και όχι ota βήματα της προόδου. Καθώς λοι- 
TOV Ol σκοποί τους υπήρξαν ταπεινοί, σέρνονται εκεί που θὰ 
ἔπρεπε va πετούν ψηλά. Tia αὐτό, επίσης, το μεγαλύτερο 
μάτι της ψυχής έχει τυφλωθεί και θαφτεί, «αν και», όπως 
παρατηρεί o Πλάτωνας με λεπτότητα, «αὐτό εξαγνίζεται Kat 
avaCwMoyovEeitalt HE τή σωστή μελέτη τῶν επιστημών αὐτών 
και αξίζει περισσότερο από δέκα χιλιάδες σωματικά μάτια, 
αφού ἡ αλήθεια μόνο με αὐτό γίνεται ορατή». 
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H παρατήρηση τούτη ταιριάζει ιδιαίτερα om θεωρητική 
αριθμητική, ἡ μελέτη της οποίας ἔχει παραμεληθεί σχεδόν 
τελείως. Ἔχει εκτοπισθεί από την πρακτική αριθμητική. ἡ ο- 
ποία αν και είναι Kat’ εξοχήν υποβοηθητική στον κοινό ὦ- 
φελιμισμό και υποχρεωτικά AVAYKAIA OTA καταστήματα και 
τα λογιστήρια, παρόλα αὐτά SE δημιουργήθηκε κατά κανένα 
τρόπο για va εξαγνίσει, va αναζωογονήσει και Va φοωτίσει 
τῇ σκέψη, νὰ THV ανυψώσει από μια αισθητηριακή ζωή σε 
μια διανοητική προάγοντας ἔτσι TO πιό αληθινό και ὑψηλό 
αγαθό tov ανθρώπου. Πράγματι, ακόμη και ἡ ίδια ἡ ye@pE- 
τρία με όλο το σεβασμό ποῦ της τρέφω -av Kat ἡ θεωρία της 
μαθαίνεται ev μέρει από τα Στοιχεία του Εὐκλείδη- δὲν a- 
ποσκοπεί παρά στὴν απόκτηση γνώσης τῶν άλλων τομέων 
τῶν μαθηματικών που εξαρτώνται από αὑτήν, OTMS τῆς α- 
στρονομίας, της οπτικής, της μηχανικής K.AT., ή στο Va γίνεις 
καλός κτίστης, τοπογράφος και TA παρόμοια. Δεν προσφέρει 
όμως ἔστω και LIA ονειρική αντίληψη της πρώτης Kat πλέον 
ουσιώδους χρήσης της, εκείνης που επιτρέπει στο θιασώτη, 
σαν μιὰ γέφυρα, Va περάσει πάνω από το σκοτάδι τῆς υ- 
λικής φύσης, όπὼς πάνω από μια σκοτεινή θάλασσα, OTIC 
φῶτεινές περιοχές της τέλειας πραγματικότητας ή καθώς TO 
εκφράζει ἔξοχα o Πλάτωνας, «για την περιαγωγή της ψυχής, 
για τὴν ἐπιστροφή της δηλαδή από μια νυχτερινή μέρα στην 
αληθινή της ἀῦλης ύπαρξης, που είναι ἡ αληθινή φιλοσοφία 
ῃ ἰδια»΄. 

Ανέφερα ότι ἡ θεωρία της γεωμετρίας ἔχει μόνο εν μέρει 
μελετηθεί, γιατί to 100 βιβλίο του Ευκλείδη, που ἀναφέρεται 
στις ἀασύμμετρες ποσότητες, καθώς Kat τὰ 130, 140 και 150, 
που αναφέρονται OTA πέντε κανονικά σχήματα, αν και παρέ- 
χουν δνδιαφέρουσες πληροφορίες, pE όλη TH σημασία της 
λέξης, ἔχουν ὡς επί το πλείστον παραμεληθεί οικτρά, τουλά- 
χιστον OTH χώρα αὐτή (o.t.u. Αγγλία), ἐπειδή οὔτε προωθούν 
τὴν αὐξηση tov εμπορίου που είναι ήδη πολύ εξαπλωμένο, 
οὔτε συνεισφέρουν καθόλου στην παραπέρα ικανοποίηση 
τῆς αισθητηριακής όρξεξης ή στὴν απεριόριστη συσσώρευση 
πλούτου. 
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Av οι μαθηματικές επιστήμες, ιδιαίτερα ἡ αριθμητική Kat 
ἡ γεωμετρία, είχαν μελετηθεί με τέτοιο μεροληπτικό και α- 
γενή τρόπο από τοῦς συνετούς Ἕλληνες, δὲ θα είχαν ποτέ 
παρουσιάσει ἕναν Εὐκλείδη, έναν Απολλώνιο, ή évav Αρ- 
χιμήδη᾽, άντρες που οδήγησαν τῇ γεωμετρία στο ἀποκο- 
ρύφωμα τῆς επιστημονικής τελειότητας καὶ που Ta ἔργα 
τους, όπὼς TA μνημεία της ελληνικής τέχνης, εἶναι Ta πρότυ- 
πα με TA οποία ἡ ανίερη μεγαλοφυία τῶν σύγχρονων καιρών 
σχημάτισε OTOLA μαθηματική ανωτερότητα και αν κατέχει. 

Ό ίδιος ο Νεύτωνας, όπως μπορεί va συμπεράνει κανείς 
από εκείνα που λέει για τον Εὐκλείδη, πείσθηκε για τὰ πα- 
ραπάνῳ όταν ήταν πολύ αργά και είχε ἀρχίσει TH μαθημα- 
TUN του σταδιοδρομία μελετώντας μόνο εν μέρει TA έργα 
αὐτών τῶν πρωτοπόρων τῆς γεωμετρίας. «Μιλούσε με λύπη», 
λέει ο ὃρ. Χάτον᾽, «για το λάθος που διέπραξε στὴν ἀρχή 
τῶν μαθηματικών σπουδών του, επικεντρωνόμενος OTA ἔργα 
του Ντεκάρτ (Des Cartes) καὶ τῶν άλλων αλγεβρικών συγ- 
γραφέων᾽ προτού va μελετήσει Ta Στοιχεία tov Εὐκλείδη pe 
τὴν προσοχή που τόσο ἀξιζε ὡς συγγραφέας». 

Ἔχοντας ήδη αναφέρει τόσα πολλά, θα εκθέσω στη συνέ- 
YELA στον AVAYV@OTH κάποιες παρατηρήσεις σχετικά με τὴν 
ovoia τῶν μαθηματικών γενών και ειδών, καθώς καὶ με TH 
χρησιμότητα, τῆς μαθηματικής επιστήμης καὶ THV καταγωγή 
του ονόματος τῆς, τις οποίες άντλησα από τα αξιοθαύμαστα 
σχόλια του Πρόκλου σχετικά pe τον Ευκλείδη. Ov παρα- 
τηρήσεις αὐτές θα διαφωτίσουν πολλά σημεία της εργασίας 
που ακολουθεί και μπορεί va οδηγήσουν την καλώς κείμενη 
σκέψη σε μιὰ γνήσια μελέτη τῶν μαθηματικών αρχών και α- 
πό εκεί σε όλο TO μεγαλείο της φιλοσοφίας του Πλάτωνα. 

Ac συζητήσουμε λοιπόν το πρώτο θέμα. Ἐάν υποστηρι- 
χθεί ότι TA μαθηματικά σχήματα αντλούν την ὕπαρξη τους 
από Ta αἰσθητά, που είναι το δόγμα της σύγχρονης εποχής, 
ότι ἡ ψυχή διαπλάθεται μέσῳ μιὰς δευτερογενούς γένεσης, 
ότι το κυκλικό ή το TPLY@VIKO σχήμα αντλούν την ὑπαρξή 
τους από τοῦς υλικούς κύκλους ή τρίγωνα, τότε από πού 
προέρχεται ἡ ἀκρίβεια και ἡ βεβαιότητα τῶν ορισμών; Γιατί 
πρέπει ἀαναγκαστικά Va προέρχεται site από ta αιϊσθητά site 
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από την ψυχή. Είναι όμως addvatov va απορρέει από τα αι- 
σθητά, γιατί αυτά βρίσκονται σε μιὰ συνεχή ρευστότητα γέ- 
νεσης και φθοράς Kat δε διατηρούν οὔτε για μιὰ στιγμή τὴν 
ἀκριβή ομοιότητα της ύπαρξης, επομένως υπολείπονται κατά 
πολύ της ακρίβειας που περιέχουν οι ίδιοι οἱ ορισμοί. Oa 
πρέπει λοιπόν νὰ προέρχονται από την ψυχή, ἡ οποία δίνει 
τελειότητα σε πράγματα ατελή και ἀκρίβεια σε πράγματα α- 
νακριβή. Γιατί πού ἀνάμεσα ota αἰσθητά θα βρούμε το α- 
διαίρετο, ή εκείνο που είναι χωρίς πλάτος ή βάθος; Πού θα 
βρούμε την ισότητα τῶν γραμμών από ένα κέντρο, πού τις 
αιώνια σταθερές σχέσεις τῶν λόγων και πού την ἀκριβή ορ- 
θότητα τῶν γωνιών; Διότι κάθε διαιρετή φύση αναμιγνύεται 
μ8 τὴν άλλη Kal τίποτε σε αὐτές δεν είναι πρωτότυπο, τίποτε 
δεν sivat ελεύθερο από το αντίθετο του, site διαχωρίζονται, 
εἰτε EVMVOVTAL. 

Πώς λοιπόν μπορούμε va αποδώσουμε αὐτή THV αναλ- 
λοίωτη ουσία τῶν ἀαἀμετάβλητων μορφών σε πράγματα ποῦ εἰ- 
ναι μεταβλητά και που υφίστανται με διαφορετικό τρόπο σε 
διαφορετικούς χρόνους; Γιατί αὐτό που αντλεί την ὑπαρξή 
Tov από μεταβλητά στοιχεία, πρέπει αναγκαστικά va εἰναι 
μεταβλητής φύσης. Ἐπίσης, πώς από πράγματα mov δεν είναι 
ἀκριβή μπορούμε va λαμβάνουμε την ακρίβεια που χαρακτη- 
ρίζει τις άψογες μορφές; Γιατί οποιαδήποτε και va εἶναι ἡ 
aitia μιὰς μεταβλητής γνώσης, αὐτή ἡ ίδια εἰναι περισσότε- 
po μεταβλητή από το αποτέλεσμά της. Πρέπει va γίνει επο- 
μένως παραδεκτό ότι ἡ ψυχή είναι ο γεννήτορας τῶν μαθη- 
ματικών σχημάτων και ἡ πηγή τῶν παραγωγικών ἀαρχών που 
πληρούν τις μαθηματικές επιστήμες. 

Av ὀμῶς ἡ ψυχή περιέχει TA παραπάνω ὡς παραδείγμα- 
τα, τότε αυτή τους δίνει ουσιαστικά ὑπαρξη και Ta παραγό- 
μενα δὲν είναι τίποτε άλλο παρά οι προβολές τῶν μορφών 
που προῦὐπήρχαν μέσα σε αὐτή. Επομένως θα ακολουθήσου- 
use to δόγμα του Πλάτωνα και θα ανακαλύψουμε τὴν αλη- 
θινή ουσία τῶν μαθηματικών αντικειμένων. 

Αλλά αν ἡ ψυχή, παρόλο που οὔτε κατέχει οὔτε περιέχει 
ὡς αιτία αὐτές τις παραγωγικές αρχές, εν τούτοις συνθέτει 
τόσο ὑυπέροχα μια ἀΐλη τάξη πραγμάτων και παράγει μια τό- 
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oo αξιοθαύμαστη θεωρία, πῶς θα είναι ικανή va κρίνει av 
τὰ παράγωγα τῆς είναι σταθερά ἡ πράγματα ποῦ οι άνεμοι 
μπορεί va διασκορπίσουν, ότι είναι εἰκόνες μάλλον παρά 
πραγματικότητες; Tt κριτήριο μπορεί va χρησιμοποιήσει ὡς 
μέτρο της αλήθειας τους; Και πώς, αφού δεν κατέχει τὴν ου- 
σία τους, μπορεί va γεννά μιά τέτοια ποικιλία από αρχές 
παραγωγικές της αλήθειας; Διότι από μια τέτοια υπόθεση Ba 
πλάσουμε την ὑπαρξη τοὺς τυχαία και όχι σε σχέση με κά- 
TOLO επιστημονικό πλαίσιο. 

Ἐπομένως, ερχόμαστε στο δεύτερο θέμα: αν όντως μέσῳ 
μιας καθοδικής πορείας και μέσω τῶν αἰσθητών συλλέγουμε 
τις μαθηματικές apyés, δεν πρέπει κατ' ἀνάγκη va πούμε ότι 
ἔξοχες ἀποδείξεις είναι αὐτές που συντίθενται από τα at- 
σθητά και OYL εκείνες που διαμορφώνονται πάντα από πε- 
ρισσότερο καθολικές και ἀῦλες μορφές; Διότι προκειμένου 
να ξερευνήσουμε το παρόν θέμα, ισχυριζόμαστε ότι οι αιτίες 
πρέπει Va είναι ἀανάλογες και συγγενείς προς τις αποδείξεις. 
Ἐάν επομένως, τα μερικά sidn είναι ot αἰτίες τῶν καθολικών 
και Ta αἰσθητά είναι αντικείμενα της ἔλλογης δύναμης, γιατί 
TO όριο της ἀπόδειξης ἀναφέρεται πάντα GE αὐτό TOV εἰναι 
περισσότερο καθολικό αντί σε εκείνο που είναι περισσότερο 
μερικό; Και πώς μπορούμε va δείξουμε ότι ἡ ουσία τῶν a- 
ντικειμένων της έλλογης δύναμης είναι περισσότερο συγ- 
γενής otic ἀποδείξεις από Goo είναι ἡ οὐσία τῶν αισθητών; 
Διότι, όπως ισχυρίζεται ο Αριστοτέλης", dev κατέχει γνήσια 
γνώση εκείνος που διδάσκει ότι TA ισοσκελή, Ta ισόπλευρα 
ἤ τὰ σκαληνά τρίγωνα ἔχουν γωνίες ίσες προς δύο ορθές 
γωνίες, αλλά εκείνος που To ἀποδεικνύει αὐτό για κάθε τρί- 
γῶνο, οπότε διαθέτει μια ουσιαστικά επιστημονική γνώση 
αυτής της πρότασης. Ἐπιπλέον αναφέρει ότι τα καθολικά Ei- 
ναι AVOTEPA από τα μερικά γιὰ το σκοπό της απόδειξης: OTL 
οι ἀποδείξεις ἀαφορούν πράγματα περισσότερο καθολικά 
και ότι OL ἀαρχές οι οποίες συγκροτούν τις αποδείξεις ἔχουν 
μια προτεραιότητα ὑπαρξης και ὑυπερέχουν στη φύση από τὰ 
μερικά και είναι OL αιτίες τῶν πραγμάτων που αποδεικνύο- 
νται. 
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Ἐπομένως, οι αποδεικτικές επιστήμες σε καμία περίπτω- 
on SE συγκεντρώνουν τις ἀναμφισβήτητες προτάσεις τους α- 
πό πράγματα ὕστερης καταγωγής («υστερογενή κοινά»), 
οὔτε από TA πλέον ἀασαφή αντικείμενα της αισθητηριακής α- 
ντίληψης. 

Κατά τρίτον, ot πρωτεργάτες αυτής της υπόθεσης καθι- 
στούν την ψυχή περισσότερο ποταπή από τα ίδια τα υλικά 
σχήματα. Ὑποστηρίζουν δηλαδή ότι ἡ VAN λαμβάνει από τη 
φύση πράγματα που είναι οὐσιώδη καὶ που ἔχουν ἕνα με- 
γαλύτερο βαθμό οντότητας και απόδειξης: ενώ ἡ ψυχή απο- 
σπά μέσω μιὰς ὕστερης δνέργειας τις ομοιότητες καὶ τις ει- 
κόνες αὐτών τῶν πραγμάτων από Ta αἰσθητά και διαμορφώ- 
νει μέσα της μορφές που έχουν μιὰ περισσότερο ταπεινή ου- 
σία, λαμβάνοντας από την ὕλη πράγματα που είναι εκ 
φύσεως αδιαχώριστα από αὐτήν. Κατ' αὐτόν τον τρόπο, ό- 
μῶς, SEV παρουσιάζουν την ψυχή περισσότερο ανεπαρκή και 
κατώτερη από την ίδια την ὕλη; Διότι ἡ VAN είναι ο τόπος 
TOV υλικών παραγωγικών αρχών και ἡ ψυχή είναι τῶν ἀΐλων 
μορφών. Σύμφωνα όμως με THV προαναφερθείσα υπόθεση, ἡ 
DAN θα ήταν ο ἀαποδέκτης τῶν πρωταρχικών, ενώ ἡ ψυχή τῶν 
δευτερευουσών μορφών. Η μια θα ήταν ἡ édpa τῶν πραγμά- 
TOV που ἔχουν προτεραιότητα ἀνάμεσα στα όντα, ενώ ἡ GA- 
AN αὐτών που διαμορφώνονται από αυτά ἡ πρώτη τῶν πραγ- 
μάτων που έχουν ουσιαστική ὕπαρξη, ενώ ἡ δεύτερη εκείνων 
TOV ὈὉπάρχουν μόνο στὴν αντίληψη. Πώς, επομένως, μπορεί 
ἡ ψυχή —n οποία συμμετέχει στη διάνοια, και την πρώτη 
νοητική ovota, και ἡ οποία από εκεί αντλεί γνώση και ζωή--- 
va είναι ο δέκτης τῶν πλέον ἀσαφών μορφών, τῶν κατώτα- 
TOV από τὴν τάξη τῶν πραγμάτων και νὰ συμμετέχει στην 
πλέον ατελή ὑπαρξη;" 

Με κανέναν τρόπο λοιπόν δεν είναι ἡ ψυχή ἕνας επίπε- 
δος πίνακας, άδειος από παραγοωγικές αρχές, αλλά αυτή εἰ- 
ναι ἕνας πίνακας που γράφεται αέναα, χαράσσοντας n ἰίἰδια 
TO γράμματα πάνω τῆς, μέσῳ τῶν οποίων αντλεί μια αιώνια 
πληρότητα από τη διάνοια. Διότι ἡ ψυχή είναι επίσης μιὰ 
διάνοια που εξελίσσεται σύμφωνα προς μιὰ προηγούμενη 
διάνοια, της οποίας είναι ἡ εἰκόνα καὶ ἡ εξωτερική μορφή. 
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Av snopévaocs διάνοια είναι όλα Ta πράγματα διανοητικώς, n 
ψυχή θα εἰναι όλα Ta πράγματα ψυχικώς: (ή κατά évav τρό- 
πο προσαρμοσμένο στὴν ψυχή), εάν ἡ πρώτη είναι όλα τα 
πράγματα υποδειγματικώς, ἡ δεύτερη εἰναι όλα Ta πράγματα 
εικονικώς ή σύμφωνα HE μια εικόνα καὶ εάν ἡ πρώτη κατά 
τρόπο συστολής, ἡ τελευταία μὲ διαστολή και κατά τρόπο 
διαιρετικό. Αὐτό αντιλαμβανόμενος ο Πλάτωνας συγκροτεί 
τὴν ψυχή Tov κόσμου (στον Τἴμαιο) and όλα Ta πράγματα, 
τὴ διαιρεί σύμφωνα με τους αριθμούς, TH συνδέει LE τις ανα- 
λογίες και τους APLOVLKODS λόγους, εἰσάγει σε αὐτήν τις βα- 
σικές αρχές τῶν σχημάτων, THV εὐθεία και THV κυκλική 
γραμμή και διανοητικά κινεί τους κύκλους που αὐτή περιέ- 
χει. Apa, όλες οἱ μαθηματικές μορφές ἔχουν μιὰ ἀαρχέτυπη 
ὉπὙπόστασῃ στὴν ψυχή καθώς προηγείται του αισθητού, πε- 
PLEYEL AVTOKLVODLEVODS αριθμούς, ζωτικά σχήματα προη- 
γούμενα αὐτών που είναι προφανή, αρμονικούς λόγους 
προηγούμενους από TA εναρμονισμένα πράγματα και αόρα- 
τους κύκλους προηγούμενους TOV κυκλικώς κινούμενων OO- 
μάτων. Η ψυχή εἰναι επίσης μια πληρότητα όλων τῶν πραγ- 
μάτων και μιας διαφορετικής τάξης, όπου η ίδια αὐτοπαρά- 
γεται και συγχρόνως είναι παραγόμενη από τὴν προηγούμε- 
νη βασική αρχή της, πλημμυριζόμενη από ζωή και πληρούμε- 
νη από το δημιουργό της, ἀσώματα και αδιάλειπτα. Όταν 
συνεπώς παράγει τις λανθάνουσες αρχές της, φέρει στο φῶς 
όλες τις επιστήμες και τις αρξτές. 

Έτσι, ἡ ψυχή γίνεται ουσιώδης μέσα σε AVTES τις μορφές, 
και οὔτε πρέπει ο ἔμφυτος σε αὐτήν αριθμός va θεωρηθεί 
σαν ένα πλήθος από μονάδες ή δεκάδες, ούτε πρέπει ἡ 1660 
τῆς ότι OL φύσεις διαστέλλονται με διαστήματα, va γίνει α- 
ντιληπτή υλικά αλλά όλα TA πρότυπα φανερών αριθμών και 
σχημάτων, λόγων και κινήσεων, πρέπει va γίνει ATOSEKTO ό- 
τι ὑυπάρχουν μέσα σε αὐτήν, ζωτικά καὶ νοητικά, όπως δια- 
μορφώνεται στον Τίμαιο tov Πλάτωνα, ο οποίος ολοκληρώ- 
νει κάθε γένεση καὶ δημιουργία της ψυχής από τις μαθημα- 
τικές μορφές, καὶ σε αὐτήν τοποθετεί τις αιτίες όλων τῶν 
πραγμάτων. 
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Διότι TA επτά ὀρια᾽ όλων TOV αριθμών προὐπάρχουν στην 
ψυχή σύμφωνα προς τὴν αἰτία. Και πάλι οι αρχές (πρώτες 
αιτίες) τῶν σχημάτων είναι εδραιωμένες σε αὐτήν κατά έναν 
τρόπο συγκροτημένο. Ἐπίσης, ἡ πρώτη από τις κινήσεις, ADv- 
τή που συμπεριλαμβάνει και κινεί όλες τις υπόλοιπες, συνυ- 
πάρχει μὲ τὴν ψυχή. Διότι ο κύκλος καὶ ἡ κυκλική κίνηση 
είναι οι αρχές κάθε ὑπαρξης mov κινείται. Ἐπομένως, οι μα- 
θηματικές παραγωγικές apyés, που δίνουν την ολοκλήρωση 
στὴν ψυχή, εἶναι ουσιαστικές και αὐτοκινούμενες: καὶ ἡ ἐλ- 
λογη δύναμη που υπερβαίνει και εξελίσσει αὐτές, δίνει υπό- 
στάση CF OAH την ποικιλία TOV μαθηματικών επιστημών. OD- 
τε Kat θα σταματήσει ποτέ αὐτή νὰ γεννά διαρκώς και va 
ανακαλύπτει TH μία επιστήμη μετά την GAAN, συνεπής προς 
τῇ διαστολή τῶν αδιαίρετων μορφών που εμπεριέχει. Διότι 
αυτή εἰχε προγενέστερα δεχθεί όλα Ta πράγματα αιτιωδώς 
και αὐτή θα διεγείρει την ἐνέργεια σε όλα τα ποικίλα θε- 
ὠρήματα, σύμφωνα με τη δική της απεριόριστη δύναμη, από 
τις βασικές αρχές που siye προηγουμένως λάβει"". 

Σχετικά LE τὴν ὠφελιμότητα της μαθηματικής επιστήμης, 
η οποία εκτείνεται από THV πρωταρχική γνώση μέχρι το πλέ- 
ον κατώτερο επίπεδο, πρέπει va παρατηρηθεί ότι ο Τίμαιος 
στον Πλάτωνα ονομάζει TH γνώση τῶν μαθηματικών apyov 
ατραπό της ευρυμάθειας, διότι τέτοια είναι ἡ αναλογία της 
HE τὴν ἐπιστήμη τῶν πάντων, καὶ THV «πρώτη φιλοσοφία» H 
μεταφυσική, όση ἔχει ἡ ευρυμάθεια με THV αρετή. Διότι ἡ 
τελευταία προδιαθέτει THV ψυχή για μια τέλεια ζωή μὲ τὴν 
κατάκτηση τῶν αδιάφθορων τρόπων EVO ἡ πρώτη προξτοι- 
μάζει τὴν ἔλλογη δύναμη και το μάτι της ψυχής για μιὰν α- 
νύψωση από την AOAMELA τῶν ἀντικειμένων της αἰσθησης. 
Έτσι ο Σωκράτης στην Πολιτεία σωστά λέει ότι «το μάτι της 
ψυχής που ἔχει τυφλωθεί και θαφτεί από άλλες μελέτες, εἰ- 
ναι μοναδικά από TH φύση προσαρμοσμένο va αναζῳογονεί- 
ται και VO συγκινείται από τις μαθηματικές αρχές». Και ακό- 
μη ότι «αὐτό οδηγείται από εκείνες προς το όραμα τῆς αλη- 
θινής ύπαρξης και από τις εἰκόνες στις πραγματικότητες και 
μεταφέρεται από THV καταχνιά στο διανοητικό φῶς, LE δυο 
λόγια εκτείνεται από τις σπηλιές (μιὰς αισθητής ζωής) και 
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ta δεσμά της VANS GCE μια ἀσώματη και αδιαίρετη ουσία». 
Διότι ἡ ομορφιά Kat ἡ τάξη τῶν μαθηματικών αιτιολογιών 
καὶ ἡ σταθερότητα τῆς θεωρίας στις επιστήμες αὐτές μας 
συνδέουν καὶ μας τοποθετούν ἀνάμεσα OTA νοητά αὐτά που 
διαρκώς μένουν τα ίδια, που είναι περίλαμπρα από θεϊκή 
ομορφιά και διατηρούν μια αναλλοίωτη τάξη το Eva σε σχέ- 
on HE TO άλλο. 

Αλλά oto Φαίδρο ο Σωκράτης μας παρουσιάζει τρεῖς ya- 
ρακτήρες που επαναφέρονται από μιὰ αισθητή CE μια νοητή 
ζωή, το φιλόσοφο, τον εραστή καὶ το μουσικό. Πραγματικά, 
yla TOV EPAOTH ἡ ἀρχή και TO μονοπάτι της ανύψωώσης είναι 
μια πρόοδος από το πρόδηλο κάλλος, χρησιμοποιώντας ὡς 
βήματα σε τούτη την ανάβαση τις ενδιάμεσες μορφές ὀμορ- 
φῶν αντικειμένων. Αλλά στο μουσικό, στον οποίο ἔχει παρα- 
χωρηθεί ἡ τρίτη τάξη, ἡ μετάβαση συντελείται από την ἀαρμο- 
via τῶν αισθητών στην ἀαφανή αρμονία και στις παραγωγικές 
αρχές που υπάρχουν σε αὐτά. Και om μία Kat στην άλλη 
όψη, το άκουσμα είναι το όργανο για την αναθύμηση. Γιὰ 
εκείνον, ὡστόσο, που είναι από TH φύση TOV φιλόσοφος, από 
πού και με τι μέσα συμβαίνει ἡ αναθύμηση της νοητής γνώ- 
ons και ἡ διέγερση προς THV αληθινή ὑπαρξη καὶ την αλή- 
θεια; Διότι και αυτός ο χαρακτήρας, ξεξαιτίας της ατέλειας 
του αἀπαιτεί μία κατάλληλη apy, εφόσον OTH φυσική ἀρετή 
ἔχει παραχωρηθεί ένα μάτι ατελές και μιὰ ατελής συμπερι- 
φορά. Εκείνος επομένως mov είναι φύσει φιλόσοφος, παρα- 
κινείται πραγματικά από TOV EAVTO τοῦ και μελετά με κατά- 
πληξη τὴν αληθινή ὕπαρξη. Οπότε, λέει ο Πλοτίνος, θα πρέ- 
πει va μάθει τις βασικές apyés TOV μαθηματικών επιστημών, 
ὥστε νὰ μπορέσει va εξοικειωθεί με μια φύση ασώματη και 
va οδηγηθεί στην παρατήρηση τῶν αρχών όλων τῶν πραγμά- 
τῶν. Από Ta παραπάνω καθίσταται φανερό ότι τα μαθηματι- 
κά προσφέρουν μέγιστη ὠφέλεια OTH φιλοσοφία. 

Είναι ἀαναγκαίο εν τούτοις va γίνω περισσότερο σαφής 
και va αἀπαριθμήσω τις διάφορες επί μέρους συνεισφορές 
τῶν μαθηματικών που αποδεικνύουν ότι μας προετοιμάζουν 
για τις νοητικές συλλήψεις της θεολογίας. Διότι αὐτό που 
στις ατελείς φύσεις φαίνεται αληθινά δύσκολο και επίπονο, 
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όντας σχετικό LE TO θείο, ot μαθηματικές επιστήμες TO anO- 
δίδουν με εἰκόνες αξιόπιστες, ἔκδηλες και άψογες. Διότι με 
τους αριθμούς εμφανίζονται οι απεικονίσεις τῶν πλέον ου- 
σιωδών ιδιοτήτων και ATOKAADATOVV στὰ κατάλληλα σημεία 
του ἐλλογου κομματιού της φύσης μας τις δυνάμεις τῶν νοη- 
τών σχημάτων. Ο Πλάτωνας μας διδάσκει πολλά θαυμαστά 
θεολογικά δόγματα μέσω μαθηματικών μορφών. Kat ἡ φιλο- 
σοφία τῶν Πυθαγόρειων, χρησιμοποιώντας τις ὡς πέπλα, 
κρύβει μέσῳ αυτών TH μυστική παράδοση θεϊκών δογμάτων. 
Διότι τέτοιος είναι ολόκληρος oO ἰερός Λόγος", ὀπὼς αναφέ- 
ρει και ο Φιλόλαος ota Βακχικά του, καθώς και ολόκληρη ἢ 
μέθοδος της πυθαγόρειας αφήγησης σχετικά με τους Θεούς. 
Αὐυτές οι επιστήμες προσφέρουν επίσης TA μέγιστα OTN φυ- 
oun θεωρία, αποκαλύπτοντας τη διάταξη εκείνων τῶν ap- 
YOV σύμφωνα LE τις οποίες δημιουργήθηκε το σύμπαν. H α- 
ναλογία συνενώνει κάθε πράγμα στον κόσμο, καθώς λέει ο 
Τίμαιος, συμφιλιώνει τις εχθρικές φύσεις, κάνει TA απόμα- 
Kpa πράγματα οἰκεία δημιουργώντας συμπάθεια ἀνάμεσά 
τους, δημιουργεί απλά και πρωταρχικά στοιχεία εν ολίγοις, 
διατηρεί Ta πάντα σε συνοχή μέσω συμμετρίας και τισότητας. 
Μέσω avt®v ολόκληρο το σύμπαν τελειοποιείται, καθώς τὰ 
τμήματα του προσλαμβάνουν τα κατάλληλα σχήματα. Ἐπίσης, 
η μαθηματική επιστήμη ανακαλύπτει ἀριθμούς mov ταιριά- 
ζουν σε όλες τις δημιουργημένες φύσεις, OTIC περιόδους και 
τις επιστροφές τοὺς στην πρωταρχική κατάσταση, LEOM τῶν 
οποίων μπορούμε VA συνάγουμξ TH γονιμότητα και TH στει- 
ρότητα του καθενός. Διότι ο Τίμαιος tov Πλάτωνα, οπου- 
δήποτε υποδεικνύει αὐτά Ta επί μέρους, εκθέτει με μαθημα- 
τικούς όρους TH θεωρία σχετικά μὲ TH φύση τῶν συνόλων, 
κοσμεί τὴ γένεση τῶν στοιχείων με αριθμούς και σχήματα, 
ἀναφέρεται σε αυτά, στις δυνάμεις τοῦς, στις παθητικές ποι- 
ότητες καὶ επιδράσεις τοὺς και προσδιορίζει ὡς αἰτία όλων 
τῶν ποικίλων μεταλλαγών την οξύτητα καὶ την αμβλύτητα 
τῶν γωνιών, THV ομαλότητα ή τραχύτητα τῶν πλευρών, TO 
πλήθος TY την ἐλλειψη τῶν στοιχείων. 

As θα πρέπει επίσης va πούμε ότι (η μαθηματική επιστή- 
μη) συνεισφέρει πολλά και με ἕναν αξιοθαύμαστο τρόπο στη 
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φιλοσοφία που ονομάζεται πολιτική; Δεν είναι αὐτή που υ- 
πολογίζει τους χρόνους τῶν πράξεων, τις διάφορες περιό- 
δοὺῦς Tov σύμπαντος καὶ τους ἀριθμούς ποῦ ταιριάζουν OTIC 
γενεές, δηλαδή την εξομοίωση καὶ τις altigs του ανόμοιου, 
TOVG παραγωγικούς και τοῦς τέλειους, και τοὺς αντίθετους 
σε αὐτούς, εκείνους TOD παρέχουν μια αρμονική και εκεί- 
νους που δίδουν μια ἁστατη και ἀκομψη ζωή, καὶ μὲ δύο 
λόγια, εκείνους που είναι OL πηγές της γονιμότητας και της 
στειρότητας; Αὐτά αποκαλύπτει ο λόγος τῶν Μουσών στην 
Πολιτεία tov Πλάτωνα, υποστηρίζοντας ότι ολόκληρος oO 
«γεωμετρικός αριθμός»" εἰναι ἡ αἰτία τῶν καλύτερων και 
τῶν χειρότερων γενεών, της αδιάσπαστης μονιμότητας τῶν 
αδιάφθορων τρόπων και της μεταβολής τῶν καλύτερων πολι- 
τευμάτων σε τέτοια που Eival παράλογα και γεμάτα σύγχυ- 
on. Επιπλέον, ἡ μαθηματική επιστήμη μας τελειοποιεί στην 
ηθική φιλοσοφία εἰσάγοντας στοὺς τρόπους μας τὴν τάξη 
και μια εκλεπτυσμένη ζωή και απελευθερώνοντας εκείνα τὰ 
σχήματα, τις μελωδίες και τις κινήσεις που αρμόζουν στην 
apstn, μέσω τῶν οποίων ο Αθηναίος συνδαιτυμόνας του 
Πλάτωνα εὔχεται va τελειοποιηθούν εκείνοι που έχουν σκο- 
πό να αποκτήσουν ηθική ἀρετή από τη νεότητα τους. Ἐπίσης, 
θέτει ενώπιον μας τις ἀαρχές της ἀρετής, κατά ἕνα τρόπο LE 
αριθμούς, κατά δεύτερο LE σχήματα καὶ κατά ἕναν τρίτο με 
μουσικές συμφωνίες, και εκθέτει τις υπερβολές και τις ελλεί- 
ψεις TOV ελαττωμάτων, μέσω τῶν οποίων μπορούμε va βά- 
ζουμε μέτρο και να κοσμούμε τοῦς τρόπους μας. Σχετικά με 
τούτο ο Σωκράτης —oto Γοργία--- κατηγορώντας τον Καλλι- 
κλή για άμετρη και ἐκλυτη ζωή, λέει σε αὐτόν. «Παραγνωρί- 
ζεις TH γεωμετρία καὶ TH γεωμετρική ᾿ισότητα». Αλλά στην 
Πολιτεία ανακαλύπτει το ενδιάμεσο ἀνάμεσα στὴν τυραννι- 
Ky Kat τή βασιλική ηδονή, σύμφωνα με μια επίπεδη καὶ στε- 
psy γενεά". 

Ἐπιπλέον, θα γνωρίσουμε TH μεγάλη ὠφέλεια που άλλες 
επιστήμες καὶ τέχνες αντλούν από Ta μαθηματικά, av θεώ- 
ρήσουμε, OMG ο Σωκράτης λέει στο Φίληβο, ότι όλες οι τέ- 
χνες αἀπαιτούν αριθμητική, καταμέτρηση και στατική: όλα 
δηλαδή που γίνονται κατανοητά με τὴν μαθηματική επιστήμη 
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καὶ συνδέονται μεταξύ τοὺς HE τις APYEéS που αὐτή περιέχει. 
Διότι ἡ κατανομή τῶν αριθμών, ἡ ποικιλία τῶν μετρήσεων 
καὶ ἡ διαφορά τῶν βαρών, γίνονται γνωστά μέσω αυτής της 
ἐπιστήμης. Tia το νοήμονα αναγνώστη, ἑπομένως, ἡ ὠφέλεια 
συνολικά τῶν μαθηματικών OTH φιλοσοφία Kal σε άλλες επι- 
στήμες και τέχνες θα είναι, βάσει όλων αυτών που ειπώθη- 
καν, προφανής. 

Ἐντούτοις, κάποιοι επιδιώκουν νὰ ανατρέψουν TH μεγα- 
λοπρέπεια της μαθηματικής επιστήμης ἀαποστερώντας τῆς τὴν 
ομορφιά και To αγαθό, επειδή δὲν τὰ ἀνάγει σε θέματα 
συζήτησης. Άλλοι προσπαθούν va αποδείξουν ότι Ta αισθη- 
τά πειράματα είναι περισσότερο ὠφέλιμα από τα καθολικά 
αντικείμενα που εξετάζει αὐτή, όὀόπὼς για παράδειγμα, ny 
γεωδαισία, από TH γεωμετρία, ἡ πρακτική αριθμητική από 
αὐτήν που περιέχεται σε θεωρήματα, ἡ ναυτιλιακή ἀστρονο- 
μία από αὐτήν που εξηγεί ta παγκόσμια. Διότι, καθώς λένε, 
dE γινόμαστε πλούσιοι από TH γνώση μας για Ta πλούτη, αλ- 
AG από TH χρήση τοὺς SE γινόμαστε ευτυχισμένοι από TH 
γνώση τῆς ευτυχίας, αλλά με το va ζούμε ευτυχισμένα. Apa, 
πρέπει VA ομολογήσουμξε ότι όχι TA θεωρητικά αλλά Ta πρα- 
κτικά μαθηματικά συνεισφέρουν στην ἀνθρώπινη ζωή Kal τις 
πράξεις. Διότι αὐτοί που αγνοούν τις αἰτίες τῶν πραγμάτων, 
αλλά ἔχουν εμπειρία στα μερικά, ξεπερνούν από κάθε ἀπο- 
WN, ὡς προς ό.τι είναι ὠφέλιμο στη ζωή του ανθρώπου, εκεί- 
νους που ἀσχολούνται μόνο με τη θεωρία. 

XE αντιρρήσεις λοιπόν αὐτού του είἰδους θα απαντήσουμε 
προβάλλοντας την ομορφιά τῶν μαθηματικών επιστημών με 
εκείνα τὰ επιχειρήματα που χρησιμοποιεί ο Αριστοτέλης. 
Τρία πράγματα éyovv σε αξιοσημείωτο βαθμό ὡς αποτέλε- 
OLA τὴν ομορφιά OTA σώματα Kal τις ψυχές: ἡ τάξη, ἡ συμ- 
μετρία και ἡ σαφήνεια. Γιατί πραγματικά, ἡ δυσμορφία στο 
σώμα προκαλείται από υλική ασυμμετρία, EAAELWN μορφής 
και κυριαρχία του ἀσαφούς πάνω στο σύνθετο σώμα. Αλλά ἡ 
αναξιότητα της ψυχής πηγάζει από την μετακίνηση του άλο- 
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γοῦυ μέρους τῆς HE τρόπο συγκεχυμένο και AKATHOTATO, από 
τὴν ἀσυμφωνία αὐτοί με TH λογική καὶ TH μη αποδοχή από 
αὐτήν TOD σωστού ορίου. Επομένως ἡ ομορφιά ἔχει THV ου- 
σία της ota αντίθετα αυτών, δηλαδή στὴν τάξη, στη συμμε- 
τρία και σε ALTO ποῦ είναι ορισμένο. ALTA, OLS, μπορούμε 
va τὰ μελετήσουμε στον ὕψιστο βαθμό μέσῳ της μαθηματι- 
κής επιστήμης: τάξη, πραγματικά, στην aévan έκθεση πραγ- 
μάτων ὕστερων και περισσότερο ποικίλων από εκείνα που 
είναι ἀαρχικά και περισσότερο απλά. Διότι τὰ πράγματα που 
ακολουθούν, εξαρτώνται πάντοτε από εκείνα που TPON- 
γούνται- Ta πρώτα σχετίζονται με μιὰν apy, αλλά τα τελευ- 
ταία HE πράγματα που ακολουθούν τις πρώτες υποθέσεις. 
Και μπορούμε va αντιληφθούμε TH συμμετρία στὴ συμφωνία 
τῶν πραγμάτων που εκδηλώνονται TO ἕνα προς TO άλλο και 
τῇ σχέση όλων avT@V με τη διάνοια. Διότι διάνοια είναι TO 
μέτρο όλης της επιστήμης, από όπου αὐτή λαμβάνει τις αρ- 
YEG της, και προς THV οποία στρέφει τους σπουδαστές. Kat 
TO ορισμένο φαίνεται στὰ αιωνίως σταθερά και αναλλοίωτα 
αντικείμενα της θεωρίας της. Διότι TA υποκείμενα τῆς γνώ- 
ons THs δεν ποικίλλουν σε διαφορετικούς χρόνους, όπως τα 
ἀντικείμενα της γνώμης και της αίσθησης, αλλά παρουσιάζο- 
νται ἀπαράλλακτα ίδια και συνδέονται LE διανοητικές μορ- 
φές. AV επομένως αὐτά Ta μερικά ἔχουν στον ύψιστο βαθμό 
ὡς ἀποτέλεσμα τὴν ομορφιά, ενώ οι μαθηματικές επιστήμες 
χαρακτηρίζονται από αυτά, είναι φανερό ότι σε avTés υφί- 
σταται ἡ ομορφιά. Πραγματικά, πώς είναι δυνατόν νὰ μην 
είναι ἔτσι ἡ κατάσταση, με μια επιστήμη που άνωθεν φωτίζε- 
ται από TH διάνοια, προς τὴν οποία τείνει καὶ προς THV ο- 
ποία σπεύδει VA μας μεταφέρει από την ἀσαφή πληροφορία 
της αίσθησης; 

Αλλά οφείλουμε va κρίνουμξ την ὠφελιμότητά της, χωρίς 
va λάβουμε υπόψη τις ανάγκες και τις διευκολύνσεις της αν- 
θρώπινης ζωής. Για αὐτό πρέπει επίσης va επισημάνουμε ότι 
ἡ ἀρετή TOV στοχασμού από μόνη τῆς είναι ανώφελη, εφόσον 
διαχωρίζεται από Ta ανθρώπινα ενδιαφέροντα, προς τα ο- 
ποία δεν él τάση, οὔτε ἔχει THV παραμικρή επιθυμία va Ta 
καταστήσει αντικείμενα της γνώσης της. O Σωκράτης oto 
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Θεαίτητο, αναφερόμενος otovsg κορυφαίους φιλοσόφους, H 
εκείνους που φιλοσοφούσαν HE τον πιο ξξαίρετο τρόπο, λέει 
ότι αὐτοί, μέσω της διανοητικής ενέργειας, διαχωρίζονται a- 
πό κάθε κατάσταση συνήθη στην ανθρώπινη ζωή καὶ από 
τὴν προσοχή στις ανάγκες και τις επιθυμίες της, διευρύνο- 
ντας THV ἔλλογη δύναμη της ψυχής χωρίς εμπόδιο στο στοχα- 
σμό τῶν αληθινών όντων. H μαθηματική επιστήμη, επομέ- 
voc, πρέπει va θεωρηθεί ὡς επιθυμητή για αὐτό που είναι 
καὶ γιὰ TO στοχασμό TOV παρέχει, και όχι σε σχέση LE τὴν 
ὠφέλεια που προσφέρει στὰ ανθρώπινα ενδιαφέροντα. Αν, 
ὡστόσο, ήταν απαραίτητο va αναφέρουμε THV ὠφέλεια τῆς 
σε κάτι άλλο, θα πρέπει va ἀαναφερθεί σε σχέση με τη δια- 
νοητική γνώση. Διότι ἡ πρώτη pas οδηγεί στη δεύτερη Kar 
προετοιμάζει TO μάτι της ψυχής για TH γνώση τῶν ἀΐλων συ- 
νόλων, εξαγνίζοντας το καὶ ἀαπομακρύνοντας TA εμπόδια που 
προκαλούνται από τα αἰσθητά αντικείμενα. Όπως επομένως, 
de λέμε ότι ολόκληρη ἡ καθαρτική ή εξαγνιστική ἀρετή εἰναι 
χρήσιμη ή το αντίθετο, εξετάζοντας την ὠφελιμότητα τῆς at- 
σθητής ζωής, αλλά παρατηρώντας τα πλεονεκτήματα τῆς στο- 
χαστικής ζωής, ἔτσι ταιριάζει και νὰ ἀαναφέρουμε TO σκοπό 
τῆς μαθηματικής επιστήμης σε σχέση HE TH διάνοια καὶ TO 
σύνολο της σοφίας. Κατά συνέπεια, ἡ ἐνέργεια σχετικά με 
αὐτήν αξίζει τὴν πλέον σοβαρή προσοχή μας, τόσο χάριν της 
ιδίας όσο και χάριν μιας διανοητικής Care. 

Είναι επίσης φανερό, όπως λέει ο Αριστοτέλης, ότι αὐτή 
ἡ ἐπιστήμη είναι επιθυμητή από μόνη της στοῦς πιστούς τῆς, 
ἐπειδή av και καμία αμοιβή dev προτάθηκε στοὺς μελετητές 
τῆς, EV τούτοις, σε σύντομο χρόνο ἡ μαθηματική θεωρία γνώ- 
plog τόσο μεγάλη ανάπτυξη. Ἐπιπλέον, όλοι οι άνθρωποι 
Tov ἔχουν και στον ελάχιστο βαθμό εμπειρία της ὠφέλειας 
τῆς, τὴν επιδιώκουν ηἠθελημένα και επιθυμούν va ἔχουν ε- 
λεύθερο χρόνο για το σκοπό ALTO, παραμελώντας κάθε άλλο 
ἐνδιαφέρον. Εκείνοι λοιπόν που περιφρονούν TH γνώση τῶν 
μαθηματικών, dev ἔχουν γευτεί τις ηδονές που περιέχουν. Η 
μαθηματική επιστήμη, συνεπώς, dev πρέπει va καταφρονεί- 
ται ἐπειδή TO θεωρητικό μέρος τῆς SE συνεισφέρει στὴν αν- 
θρώπινη ὠφέλεια, καθόσον οι ὕψιστες πρόοδοι της, και ε8- 
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κείνες που EVEPYOAOLOVVTAL OF συνδυασμό ME τὴν VAN, OTO- 
χεύουν σε ένα τέτοιο πλεονέκτημα. Αντιθέτως, θα ἔπρεπε va 
θαυμάζουμε την αὐλότητά της και το αγαθό ποῦ ἡ ίδια εμπε- 
ριέχει. Ὅταν δηλαδή οἱ άνθρωποι ἀποδεσμεύτηκαν εντελώς 
από τη φροντίδα για Ta ἀναγκαία ενδιαφέροντα, αφυπνίστη- 
καν και στράφηκαν προς TH μελέτη τῶν μαθηματικών αρχών 
και αὐτό LE TH μεγαλύτερη πραγματικά εὐπρέπεια. Διότι τὰ 
πράγματα με TA οποία ανατραφήκαμξε καὶ TA οποία είναι 
συγγενή με TA αισθητά αντικείμενα, απασχόλησαν πρώτα 
τὴν προσοχή του ανθρώπινου γένους και κατόπιν εκείνα τὰ 
ενδιαφέροντα που ελευθερώνουν την ψυχή από μια αισθητή 
ζωή Kat προάγουν την ἀνάμνηση της αληθινής ὑπαρξης. Κα- 
τά αὐτόν τον τρόπο επομένωος, επιδιώκουμε TA avayKaia 
πρωτύτερα από εκείνα που είναι αξιοτίμητα από μόνα τους, 
καθώς και TA συναφή με τὰ αισθητά πρωτύτερα από εκείνα 
που γίνονται κατανοητά μέσω διανοητικής ενέργειας. Διότι 
η ζωή της ανθρώπινης ψυχής είναι εκ φύσεως κατάλληλη va 
προχωρά από το ατελές προς τὴν τελειότητα. Και με τον 
τρόπο αὐτό απαντήσαμε επαρκώς σε εκείνους που περιφρο- 
νούν TH μαθηματική επιστήμη. 

Σχετικά τώρα με το όνομα τῶν μαθηματικών, ο Πρόκλος 
VTOOTHPICEL ότι μια τέτοια ονομασία τῆς επιστήμης που yYvo- 
ρίζει τα αντικείμενα της ἕλλογης δύναμης, Sev επινοήθηκε, 
όπως πολλά ονόματα, από τυχαία πρόσωπα, αλλά ---καθώς 
λέγεται--- από τους Πυθαγόρειους. Αὐτοί αντιλήφθηκαν ότι 
TO σύνολο εκείνου που ονομάζεται μάθησις, είναι ανάμνη- 
on mov dev εἰσήλθε otic ψυχές από ἕξω, όπως τα φαντά- 
OLATA τῶν ALOONTOV ἀντικειμένων εντυπώνονται OTH φαντα- 
σία, οὐτε συμπτωματικά, OMG ἡ γνώση που είναι αποτέλε- 
OLA γνώμης, αλλά διεγειρόμενη πραγματικά από Ta προφα- 
νή πράγματα και μέσα από την έλλογη δύναμη εξερχόμενη, 
μετατράπηκε σε ALTO TOV είναι. Ομοίως, αὐτοί (οι Πυθαγό- 
ρδβιοι) eidav ότι αν και ἡ ἀνάμνηση μπορεί va καταδειχθεί 
από αρκετά επί μέρους, εντούτοις αὐτή φανερωνόταν LE TOV 
DYLOTO τρόπο, όπως λέει Kat ο Πλάτωνας, από τη μαθημα- 
τική εὐταξία. Διότι αν οποιοσδήποτε, λέει, οδηγηθεί στα 
διαγράμματα, θα αποδείξει εὐκολα από αυτά ότι ἡ εὐταξία 
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είναι ἀνάμνηση. Exions, ο Σωκράτης oto Μένωνα δείχνει με 
τούτο τον τρόπο επιχειρηματολογίας ότι το μανθάνειν δὲν 
είναι τίποτε άλλο από το va ενθυμηθεί ἡ ψυχή τις Tapayoyt- 
κές αρχές που περιέχει. Αλλά αυτό είναι -καθώς TO αντικεί- 
μενο τῆς ενθύμησης είναι ἡ συλλογιστική ἐνέργεια της λο- 
γικής- που αποκτά οὐυσία στις ἀαἀρχές τῶν μαθηματικών και 
που αιτιωδώς εμπεριέχει τις μαθηματικές επιστήμες, αν και 
μπορεί va μὴν svepysi σύμφωνα με avtéc. Περιέχει λοιπόν 
(η ψυχή) όλα αὐτά οὐυσιαστικά και ἀπόκρυφα: ὡστόσο, φέρ- 
νει καθένα τοὺς στο φῶς, όταν ελευθερωθεί από τα εμπόδια 
που πηγάζουν από την αἰσθηση. Διότι οι αἰσθήσεις συνδέουν 
τὴν ψυχή με διαιρετά ἀντικείμενα, OL φαντασιώσεις τη γεμί- 
ζουν HE σχηματοποιημένες κινήσεις καὶ οἱ ορμές εφελκύουν 
προς αὐτή μια παθητική ζωή. Όμως κάθε πράγμα διαιρετό 
είναι ένα εμπόδιο στο διάλογο με τον εαυτό μας, καθετί που 
ἔχει μορφή σκιάζει THV άμορφη γνώση και οτιδήποτε παθη- 
TKO είναι ένα εμπόδιο OTH μη παθητική ενέργεια. Όταν ε- 
πομένως ἐχουμε απομακρύνει όλα αὐτά από τὴν αναιτιώδη 
δύναμη της λογικής, τότε θα είμαστε τικανοί va μάθουμε από 
αὐτήν τις παραγωγικές ἀαρχές που εμπεριέχει, οπότε θα γί- 
νοῦμξ επιστημονικοί στὴν δνέργεια και θα ἀσκήσουμε τὴν 
οὐυσιαστική γνώση μας. Ooo όμῶς είμαστε δέσμιοι και ἐχου- 
He το μάτι της ψυχής κλειστό, ποτέ δε θα ἀαποκτήσουμξ τὴν 
κατάλληλη τελειότητα για TH φύση μας. Η μάθηση, επομέ- 
vos, είναι ἡ ἐενθύμηση τῶν αιώνιων παραγωγικών αρχών που 
είναι ἐμφυτες στὴν ψυχή: καὶ ἡ μαθηματική επιστήμη εἰναι 
υπό αὐτήν THV ἔννοια ἡ γνώση TOV συνεισφέρει στὴν EV- 
θύμηση τούτων τῶν αρχών. Apa, ἡ χρήση αυτής τῆς επι- 
στήμης είναι πρόδηλη από το όνομα τῆς. Διότι είναι κίνητρο 
γνώσης, διεγείρει TH νοημοσύνη, εξαγνίζει τὴν αναιτιώδη ε- 
νέργεια THS λογικής, ἀποκαλύπτει τις μορφές TOV ουὔσιαστι- 
κά περιέχουμε, ἀαπομακρύνει TH λήθη καὶ την άγνοια TOV α- 
ντλούμε από τις περιοχές της αἰσθησης και λύνει Ta δεσμά 
με TA οποία κρατιόμαστε σε αιχμαλωσία από τὴν άλογη 
φύση. 

H επικουρία επίσης τῶν μαθηματικών om φιλοσοφία ε- 
πεξηγείται ἔξοχα από το Θέωνα το Σμυρναίο, ο οποίος συ- 
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γκρίνει τὴν παράδοση αὐτών HE TH μύηση στα μυστήρια Ka 
δείχνει ότι αὐτές Ot ἀρχές αντιστοιχούν στον εξαγνισμό που 
ἦταν αναγκαίος πριν από TH μύηση. AvawépEt σχετικά με 
αὐτό το θέμα: «Επιπλέον, μπορεί va ειπωθεί ότι ἡ φιλοσο- 
φία είναι ἡ μύηση και ἡ παράδοση τῶν πραγματικών και α- 
ληθινών μυστηρίων. ὑπάρχουν ὀμὼς πέντε στάδια OTH μύη- 
on. Exsivo που προέχει πραγματικά Kat είναι TO πρώτο, εἰ- 
vat ο sSayviopdc. Διότι τα μυστήρια δὲ μεταδίδονται σε ό- 
λους όσους θα ήθελαν, αλλά κάποια πρόσωπα αποκλείονται 
HE τὴν φωνή TOV κήρυκα, τέτοια όπως εκείνα TOD TA χέρια 
τους δὲν είναι αγνά καὶ που ο λόγος τοὺς είναι άναρθρος. 
Είναι επίσης ἀπαραίτητο εκείνοι που δὲν αποκλείσθησαν α- 
πό τὴ μύηση, Va VAOOTODV προηγουμένως κάποιον εξαγνι- 
ond. Το δεύτερο στάδιο μετά τον εξαγνισμό είναι ἡ παράδο- 
on τοῦ μυστηρίου. To τρίτο ονομάζεται εποπτεία ἡ επιθεώ- 
ρηση΄. Και το τέταρτο, mov είναι 0 σκοπός τῆς εποπτείας, 
είναι το δέσιμο του κεφαλιού και ἡ τοποθέτηση τῶν στεμμά- 
τῶν επάνω του, MOTE αὐτός TOV μυῦυείται είναι πλέον LKAVOG 
VO μεταδώσει σε άλλους τα μυστήρια που ἔλαβε, ανεξάρτητα 
από το αν είναι TO μυστήριο Tov δαδούχου ή ἡ ερμηνεία τῶν 
lEPOV τελετών, ή κάποιο άλλο τερατικό αξίωμα. Αλλά το πέ- 
Unto στάδιο, που είναι ἀποτέλεσμα τῶν παραπάνω, εἰναι ἢ 
εὐδαιμονία που απορρέξι από το γεγονός ότι εἰσαι αγαπη- 
TOG OTH θεότητα και ἡ σύνδεση με τους Θεούς. Όμοια μὲ Ta 
παραπάνω είναι ἡ παράδοση τῶν πολιτικών δογμάτων. Αρχι- 
κά είναι ἀπαραίτητος κάποιος εξαγνισμός, τέτοιος όπως ἢ 
ἄἀσκηση από TH νεανική ηλικία στις κατάλληλες αρχές. Ava- 
φέρει ο Εμπεδοκλής: «Eivat ἀαναγκαίο va εξαγνιστείς από 
TO μίασμα αντλώντας νερό από πέντε πηγές σε ένα δοχείο 
από καθαρό χαλκό». Ο de Πλάτωνας λέει ότι ο εξαγνισμός 
πρέπει VA απορρέξι από πέντε κανόνες: avTOt είναι αριθμη- 
τική, γεωμετρία, στερεομετρία, μουσική και ἀαστρονομία. Η 
TAPASOGH τῶν φιλοσοφικών, λογικών, πολιτικών και φυσι- 
κών θεωρημάτων είναι ὀὁμοιὰα μὲ τὴν μύηση. Ο Πλάτωνας ο- 
νομάζει τὴν ενασχόληση με TA νοητά, Ta αληθινά Ovta και 
τις ιδέες, εποπτεία NY επιθεώρηση. Και ἡ ikavotynta που απο- 
κτάται από την καθοδήγηση άλλων στην ίδια θεωρία, πρέπει 


H OEQOPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


va θεωρηθεί avaroyn pe To δέσιμο της κεφαλής καὶ TO OTE- 
φάνωμά της. Αλλά TO πέμπτο και TO TEAELOTEPO πράγμα εἰναι 
ἡ εὐδαιμονία που προέρχεται από αὐτά, καθώς και, σύμφω- 
va ws τον Πλάτωνα, μια όσο το δυνατόν εξομοίωσῃη pe TO 
Θεό. 

Τέτοια λοιπόν είναι ἡ ὠφέλεια που προκύπτει από TH OW- 
στή μελέτη τῶν μαθηματικών επιστημών, ἀνάμεσα OTIC οποί- 
ες ἡ θεωρητική αριθμητική, όπὼς παρουσιάζεται στο πρώτο 
μέρος avtod του έργου, είναι προεξέχουσα Kal οδηγός τῶν 
υπόλοιπων. 

Πιστεύω επομένως ότι οι φιλοπρόοδοι αναγνώστες μοῦ, 
οι οποίοι SEV ἀποσκοπούν στὴν ικανοποίηση τῶν ορέξεων, 
οὔτε σε μιὰ άμετρη συσσώρευση πλούτου, θα δεχτούν με Ev- 
γνωμοσύνη το παρόν έργο, ὡς άλλη μια ανιδιοτελή προσπά- 
θεια ενός ανθρώπου που πάσχισε όσο κανείς άλλος στους 
σύγχρονους καιρούς νὰ ξευεργετήσει τοὺς συνανθρώπους TOD 
He TH διάδοση τῆς πιο θαυμαστής γνώσης. Δεν ἐχει λάβει 
τίποτε ὡς ανταπόδοση από τοὺς σύγχρονους κριτικούς, ε8- 
κτός από κατάφωρη διαστρέβλωση και μοχθηρή κακομετα- 
χείριση: οτιδήποτε δηλαδή, ἡ εχθρική ζηλοφθονία μπορούσε 
Va ἀποδώσει για δυσφημιστικούς σκοπούς και οτιδήποτε ἢ 
πανουργία της κακοήθους σοφιστείας μπορούσε va διαστρε- 
βλώσει. Αλλά, ὀὁπὼς sel GAAOTE τονίσει, παρηγορείται για 
όλες τις συκοφαντίες mov ἔχει δεχθεί, ή μπορεί ακόμη va 
δοκιμάσει, από τη συνείδηση τῆς εντιμότητας του σκοπού 
TOV καὶ από THV ακλόνητη ελπίδα πῶς ότι έχει γράψει κατά 
καιρούς προς όφελος τῶν άλλων, θα συναντήσει την EYKPLON 
τῶν συνετών και αγαθών. Συμφωνεί SE απόλυτα με το Σενέ- 
κα ότι «αν ένας άνθρωπος εὔχεται va είναι ευτυχισμένος, θα 
πρέπει πρώτα va λάβει υπόψη Tov ότι πρέπει va κατα- 
φρονήσει Kat va καταφρονεθεί»"". ἸΙδιαιτέρως πιστεύει ότι 
τούτο το έργο θα αποβεί ὠφέλιμο για δύο νεαρούς ευγενείς 
τῆς χώρας του, τον Ουίλιαμ Ντέι (William Day) και tov Ovi- 
Man Τζορτζ Μέρεντιθ (William George Meredith), τοὺς ovy- 
γενείς Tov πολύ σεβαστών Kat ἀξιων εκτίμησης φίλων tov, 
Ουίλιαμ και Τζορτζ Μέρεντιθ. Ο Ovidiap Ντέι είναι ανη- 
ψιός και τῶν δύο, ενώ ο Ουίλιαμ Τζόρτζ Μέρεντιθ είναι γιος 
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tov δεύτερου. Όλοι όσοι τοῦς γνωρίζουν, δίκαια ελπίζουν 
και προσδοκούν, λόγω τῆς ιδιαίτερης ιτικανότητας τοὺς στη 
μάθηση, ότι τελικά θα είναι τόσο ένα στολίδι για TH χώρα 
τους, OOO και τιμή στὴν οικογένεια τους. Ἐπιθυμεί λοιπόν va 
τοῦ επιτρέψουν νὰ αφιερώσει TO παρόν ἔργο o€ εκείνους, 
τόσο ὡς κατάθεση εὐγνωμοσύνης προς τοὺς προαναφερθέ- 
ντες συγγενείς τους, όσο και ὡς ἐνδειξη της μεγάλης προσω- 
πικής Tov εκτίμησης για αὐτούς καὶ τῶν αϊἱσιόδοξων προο- 
πτικών του ἐνδοξου μέλλοντός τους. 

ΌὍσον αφορά το idto το ἔργο, στο πρώτο και δεύτερο βι- 
βλίο και στις πρόσθετες σημειώσεις, περιέλαβα ό,τι μου φά- 
νηκξ σημαντικότερο από Ta αριθμητικά γραπτά του Νικόμα- 
χου, του Θέωνα, του Ιάμβλιχου και του Βοήθιου". Αὐὑυτοί si- 
ναι οἱ μόνοι διασωζόμενοι apyatot συγγραφείς που όντως 
ἔχουν γράψει γιὰ TH Θεωρητική Αριθμητική. Στην πραγματι- 
κότητα ἔχω παραθέσει το σύνολο σχεδόν TOV ἔργου TOV 
Βοήθιου, τόσο διότι ἔχει γράψει με περισσότερη σαφήνεια 
πάνω στο θέμα αὐτό από τους άλλους, όσο και επειδή —Ka- 
θώς ο Φαμπρίκιος σωστά συμπεραίνει--- αὐτός φαίνεται ότι 
είχε κάνει χρήση ενός σημαντικότερου αριθμητικού ἐργου 
του Νικόμαχου, το οποίο δε διασώθηκε. 

Το τρίτο βιβλίο προστέθηκε από εμένα με σκοπό να δεί- 
ἕῳ Tov τρόπο LE τον οποίο οι Πυθαγόρειοι φιλοσοφούσαν 
σχετικά με τους αριθμούς και va ἀποκαλύψω όσο εἰναι δυ- 
νατόν τη μυστική και θεολογική αριθμητική τους. Θεώρησα 
ότι μια τέτοια προσθήκη ήταν απαραίτητη για τὴν ολοκλήρω- 
on της θεωρίας τῶν αριθμών. Ἐπίσης, ο ἀναγνώστης θα ava- 
καλύψει κάποια πράγματα εντελώς καινούρια. Av σε ο- 
ποιοδήποτε σημείο ἔχω παρουσιάσει ὡς δική μου επινόηση 
κάτι που ἀανακαλύφθηκε από άλλους, πιστεύω ότι ο AVAYVO- 
στης θα το ἀποδώσει στὴν εντρύφηση [Pov περισσότερο 
στους ἀρχαίους παρά στοὺς σύγχρονους συγγραφείς και OXI 
σε πρόθεση Va στερήσω από άλλους τις δίκαιες διεκδικήσεις 
τους. 

Τέλος, επιθυμώ va προσθέσω, για χάρη του ευρύνοος a- 
VaYVMOTH, TO ακόλουθο ἀπόσπασμα από τὴν εἰισαγωγή μου 
OT μετάφραση που ἕκανα στο ἔργο Tov Αριστοτέλη Μετά 
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ta Φυσικά. Ἔχει σχέση με TH στοχαστική ή διανοητική ενέρ- 
YEld, ME τὴν δβδνασχόληση Tov ανώτερου μέρους τῆς φὕσης 
μας. 

O Αριστοτέλης ἀαποκαλεί TH μεταφυσική επιστήμη., άλλοτε 
σοφία, ἄλλοτε πρώτη φιλοσοφία και ἄλλοτε θεολογία, εν- 
νοώντας, με καθεμία από τις ονομασίες αὐτές, ότι αὐτή SE 
συγκαταλέγεται σε EKEIVES τις τέχνες καὶ επιστήμες που ε- 
ντρυφούν OTH γνώση τῶν αναγκαίων πραγμάτων, ἦ που ε- 
ρευνούν πράγματα τα οποία είναι προς OMEAOS Kat τη διευ- 
κόλυνση της θνητής ζωής, αλλά είναι μια γνώση και επιστή- 
μη που πρέπει va επιδιωχθεί για τη δική της asia καὶ που 
διερευνά τις πρώτες αρχές και αἰτίες τῶν πραγμάτων —6LOTL 
αὐτές είναι όντα στον ὑψηλότατο βαθμό. Στο éxto βιβλίο tov 
Ηθικά Νικομάχεια, ορίζει ty σοφία ὡς τὴν ακριβέστερη α- 
TO τις επιστήμες, THV επιστήμη τῶν πιο αξιότιμων πραγμά- 
tov, δηλαδή τῶν αρχών, και ὡς το ἀποκορύφωμα όλων τῶν 
μαθήσεων. 

Πραγματικά, καθώς ἡ πλειοψηφία τῶν ἀνθρώπων κυριαρ- 
χείται από τις αισθήσεις, οτιδήποτε SE συνεισφέρει στὴν 
πρόοδο της απλής ζωώδους ζωής, θεωρείται ανάξιο. Ὡς εκ 
τούτου, από το καλύτερο μέρος του κόσμου παρατηρείται με 
αδιαφορία και από το μεγαλύτερο LE περιφρόνηση. Eivat 
μάταιο Va μιλήσεις σε τέτοιους ανθρώπους για ένα αγαθό 
καθαρά πνευματικό, το οποίο είναι ἀνεξάρτητο από τὴν τύχη 
Kat τή μοίρα, το οποίο είναι επιθυμητό για αὐτό που εἰναι 
καὶ TO οποίο παρέχει THV αγνότερη και διαρκέστερη Evdat- 
μονία στον κάτοχό του. Αλήθεια, ποιο πάθος μπορεί va ικα- 
νοποιήσει; Ποια αἰσθηση μπορεί va γοητεύσει; Αγνοώντας 
τὴν τεράστια διαφορά ανάμεσα στὰ αναγκαία και σε αὐτά 
που είναι εξόχως αγαθά, εκλαμβάνουν τὰ μέσα ὡς σκοπούς, 
επιδιώκουν τις φευγαλέες παρωδίες της ὑπαρξης, διότι τέ- 
TOLEG είναι όλες οι αἰσθητές φύσεις, και εἰς μάτην προσπα- 
θούν va αρπάξουν Ta φαντάσματα της εὐτυχίας. 

Ol αντιλήψεις TOD εμπειρικού φιλόσοφου που προσδοκά 
va ανακαλύψει την Αλήθεια μέσα στοὺς λαβύρινθους της ύ- 
λης, δὲν είναι —Ooov αφορά avtd το θέμα--- περισσότερο 
EVYEVIKEG από αὐτές του ἀξεστου. Αγνοεί ότι ἡ Αλήθεια εἰ- 
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val TO πιο λαμπρό από όλα Ta πράγματα, ότι αὐτή είναι η 
συνεχής συντροφιά της Θεότητας καὶ προχωρά μαζί της μέ- 
σα στο σύμπαν, ότι TA ἀστραφτερά ίχνη από τα πόδια της 
είναι ATAMS ορατά στη μορφή και OTL στους σκοτεινούς ἔλι- 
KEG της VANS αὐτή Sev άφησε παρά τὴν πιο σκοτεινή και ε- 
φήμερη ομοιότητα του ξαυτού της. Αὐτό το απατηλό φάντα- 
ona, Ev τούτοις, εξερευνά μανιωδώς ο άνθρωπος τῆς σύγ- 
χρονῆς επιστήμης, μην ἔχοντας συνείδηση ότι τρέχει μέσα σε 
βαθύ σκοτάδι και ἀπειρη πολυπλοκότητα, ότι σπεύδει πίσω 
από ένα αντικείμενο που διαφεύγει κάθε ανίχνευση Kal ε- 
μπαίζει κάθε αναζήτηση. 

Ἔχει σωστά ειπωθεί από τον Αριστοτέλη ότι σοφία είναι 
ἡ ETLOTHLN τῶν APYOV και τῶν ALTIOV, αφού εκείνος ποῦ τις 
γνωρίζει, γνωρίζει επίσης τὰ ἀποτελέσματα που πηγάζουν α- 
πό αὐτές. Τόσο κάποιος γνωρίζει Ta μερικά όσο αὐτά κατα- 
νοούνται μέσα ota καθολικά. Η γνώση αυτή είναι ανώτερη 
από εκείνη που είναι μερική καὶ εναρμονισμένη με ἕνα με- 
ρικό αντικείμενο. Δηλαδή καθετί δεν evepysi με αρμόζοντα 
τρόπο, όταν δνεργεί σύμφωνα με TH δική Tov δύναμη και 
φύση; Tia παράδειγμα, ἡ φύση σύμφωνα LE την τάξη της ου- 
σίας της, Sev evepyet με τρόπο φυσικό και δε vost κατά τρό- 
πο νοητικό; Av γίνει αὐτό παραδεκτό, έἔπεται ότι ἡ γνώση 
υφίσταται σύμφωνα με TH φύση εκείνου που γνωρίζει και ὀχι 
σύμφωνα LE TH φύση του αντικείμενου της γνώσης. Ta μερι- 
κά, επομένως, όταν εξετάζονται ὡς περιεχόμενα τῶν AITLOV 
τους, τότε γίνονται γνωστά με TOV πιο ξξαιρετικό τρόπο 
αὐτή είναι ἡ ιδιαιτερότητα της διανοητικής αντίληψης και 
μοιάζει —av είναι θεμιτό va μιλήσουμξε éETOI— με TH γνώση 
τῆς ίδιας της Θεότητας. Διότι ἡ ὕψιστη αντίληψη που μπο- 
ρούμε Va σχηματίσουμε από TH γνώση τῆς, είναι ότι ἡ Θεό- 
THIa γνωρίζει όλα τὰ πράγματα με évav τέλειο τρόπο που 
ταιριάζει OTH φύση της δηλαδή, Ta διαιρετά πράγματα με 
τρόπο αδιαίρετο, TA πολλαπλά με τρόπο ομοιόμορφο, τα δη- 
μιουργημένα σύμφωνα με μια αιώνια διάνοια, με τρόπο κα- 
θολικό οτιδήποτε είναι μερικό. Η Θεότητα γνωρίζει ta at- 
σθητά χωρίς να διαθέτει αἰσθήσεις και, χωρίς va παρίσταται 
σε πράγματα που κατέχουν θέση στο χώρο, τα γνωρίζει όλα 
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πριν από κάθε τοποθέτηση στο YHpo Kat αποδίδει oto καθέ- 
va εκείνο που εἰναι ικανό va λάβει. H ασταθής ovoia, επο- 
μένως, τῶν φανερών φύσεων SE γίνεται γνωστή LE ασταθή 
αλλά με ορισμένο τρόπο: ούτε καὶ γνωρίζει το μεταβαλλόμε- 
vo με αβέβαιο τρόπο, αλλά με ἕναν αιωνίως ίδιο. Ἔχοντας ἡ 
Θεότητα αὐυτογνωσία, γνωρίζει κάθε πράγμα tov οποίου εἰ- 
ναι αἰτία, κατέχοντας μιὰ γνώση Ὀτυπέρμετρα ακριβή από ε- 
κείνη που ταιριάζει στὰ ἀντικείμενα της γνώσης. Επομένως, 
για Va γνωρίσει τις αισθητές φύσεις SEV της λείπει ἡ αἰσθη- 
On, ἡ γνώμη, ή ἡ επιστήμη- γιατί αυτή είναι που παράγει όλα 
τούτα και που --στὰ απύθμενα βάθη της διάνοιας της--- κα- 
TAVOEL μια EVIAIA γνώση αὐτών σύμφωνα μὲ την αἰτία και με 
μια απλότητα αντίληψης. 

Η σοφία, επομένως, θεωρούμενη ὡς αιτιώδης γνώση τῶν 
μερικών, μοιάζει με TH γνώση της Θεότητας και συνεπώς si- 
ναι ἡ πλέον αξιότιμη και ἐξοχη. Apa, ο σοφός άνθρωπος, 
λόγω ομοιότητας, πρέπει va είναι φίλος της Θεότητας. ὥς εκ 
τούτου, εξαίρετα παρατηρείται από τον Αριστοτέλη ότι «O 
άνθρωπος που ενεργεί σύμφωνα LE τη διάνοια και διάκειται 
νοητικά κατά τον καλύτερο τρόπο, είναι O πιο ἀγαπητός στη 
Θεότητα. Διότι αν δίνεται κάποια προσοχή από τοῦς Θεούς 
στις ανθρώπινες υποθέσεις, καθώς φαίνεται, είναι επίσης 
λογικό να υποθέσουμε ότι αὐτοί θα τέρπονται με το πλέον 
εξαιϊιρετικό καὶ το περισσότερο σχετικό με αὐτούς, δηλαδή τη 
διάνοια. Ἐπιπλέον, θα επιβραβεύουν εκείνους που την αγα- 
πούν ιδιαίτερα και τὴν τιμούν, καθώς φροντίζουν εκείνο που 
είναι ἀγαπητό στοὺυς Θεούς Kat Spovv σωστά και καλάς. 

Πράγματι, ἡ στοχαστική ή διανοητική ἐνέργεια, όταν κα- 
τέχεται OTHV ὑψηλότερη τελειότητα που ἡ φύση μας είναι ι- 
κανή, ανυψώνει τον κάτοχό τῆς πάνω από τὴν κατάσταση 
τῆς ανθρωπότητας. «Mta ζωή σύμφωνη προς TH διάνοια», 
λέει ο Σταγειρίτης, «είναι περισσότερο ξεξξαίρετη από εκείνη 
Tov τυχαίνει στή μοίρα του ανθρώπου- διότι αυτός κατά συ- 
νέπεια δὲ ζει σὰν άνθρωπος, αλλά με τρόπο ποῦ να περιέχει 
κάτι θεῖκό. Και 600 αὐτό το θεϊκό μέρος Tov διαφέρει από 
το σύνθετο, τόσο επίσης αὐτή ἡ ἐνέργεια διαφέρει από εκεί- 
vy τῶν άλλων αρετών. Av, επομένως, ἡ διάνοια συγκρινόμε- 


48 


ΕΙΣΑΓΩΓΗ 


vy we τον άνθρωπο εἰναι θεϊκή, τότε ἡ ζωή που είναι σύμφω- 
vy ME τη διάνοια, θα είναι θεϊκή σε σχέση LE την ἀνθρώπινη 
ζωή. Etvat ev τούτοις avayKaio va μην ακολουθήσουμε τις 
νουθεσίες εκείνων που λένε ότι ο άνθρωπος πρέπει Va είναι 
σοφός στὰ ανθρώπινα και θνητός στὰ θνητά ενδιαφέροντα, 
αλλά πρέπει να λαχταράμε GOO το δυνατόν περισσότερο va 
καταστήσουμε αθάνατους τοὺς εαυτούς μας και νὰ πράττου- 
ue καθετί που μπορεί va συνεισφέρει σε μια ζωή σύμφωνη 
μ8 To πιο εξαίρετο μέρος μας. Διότι αὐτό, av και μικρό σε 
όγκο, vmepBaivet κατά πολύ όλα Ta άλλα μέρη σε δύναμη 
και αξιοπρέπεια». Κατόπιν παρουσιάζει τη διάνοια ὡς τον 
αληθινό άνθρωπο, καθώς εἰναι ό.τι πιο δυνατό, AV@TEPO και 
εξαιρετικό OTH φύση μας «έτσι ώστε», λέει, «θα ήταν ανόη- 
TO va μη διαλέξουμε αὐτό που αποτελεί την αρμόζουσα για 
μας ζωή, αλλά εκείνο που ανήκει σε κάτι διαφορετικό από 
τους EAVTOVSG μας». 

Γελοίες, επομένως, αλλά και χαμερπείς είναι εκείνες ot 
ἀντιλήψεις που οδηγούν τους ανθρώπους va εκτιμούν TH 
γνώση μόνο καθόσον αὐτή συνεισφέρει OTA αναγκαία, τις α- 
νέσεις και τις βελτιώσεις μιὰς CMS ἀαπλώς ανθρώπινης. Με- 
ρικός και αντιεπιστημονικός είναι ο ορισμός της ἀαρετής, που 
θεωρεί ὡς ὕψιστες ενέργειες τῆς εκείνες της ηθικότητας: 
γιατί ἡ ηθική αρετή είναι περισσότερο ἀνθρώπινη, αλλά ἡ 
διανοητική περισσότερο θεϊκή. Η πρώτη εἰναι προπαρα- 
σκευαστική για THV ευδαιμονία: αλλά ἡ τελευταία, όταν τε- 
λειοποιείται, συνοδεύεται από το τέλειο κάλλος. Ἐνάρετος, 
επομένως, είναι ο άνθρωπος που ανακουφίζει τις σωματικές 
ανάγκες τῶν άλλων, που σκουπίζει το δάκρυ της λύπης και 
γαληνεύει THV αγωνία αλλά περισσότερο ενάρετος είναι ε- 
κείνος που, διαδίδοντας τη σοφία, διώχνει την άγνοια από 
τὴν ψυχή και με τον τρόπο αὐτό εὐεργετεί TO αθάνατο μέρος 
tov ἀνθρώπου. Μπορεί λοιπόν πράγματι va ειπωθεί ότι εκεί- 
νος mov δεν ἔχει καν γνώση τῶν κοινών πραγμάτων εἰναι 
άξεστος ἀνάμεσα στοὺς ανθρώπους: ότι εκείνος που ἔχει α- 
κριβή γνώση τῶν ανθρώπινων ενδιαφερόντων μόνο, είναι 
άνθρωπος ἀνάμεσα σε ἀξεστους: αλλά ότι εκείνος που γνω- 
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ρίζει όλα όσα μπορούν va μαθευτούν από TH διανοητική ε- 
νέργεια, εἰναι ένας Θεός ἀνάμεσα στους ανθρώπους. 

Σοφά, επομένως, ο Πλάτωνας διαβεβαιώνει ότι ο φιλόσο- 
Mog δὲν πρέπει νὰ κατέρχεται στὰ κατώτερα sidN καὶ ότι 
οφείλει Va ἀσχολείται μόνο HE TO στοχασμό τῶν συνόλων 
Kat τῶν καθολικών. Διότι ὀποιος κατεβαίνει κάτω από αὑτά, 
πέφτει στὰ Κιμμέρεια βασίλεια kat στον ίδιο τον Adn, περι- 
πλανάται ἀνάμεσα σε φαντάσματα κενά από νοῦ και κινδυ- 
νεύει VO AVTLKPVOEL THV πραγματική Topya, Hh το φρικτό 
πρόσωπο τῆς ὕλης Kat έτσι va απολιθωθεί από Evav κορε- 
σμό ανόητων παθών. 

Η Coy του ανθρώπου nov, κατέχοντας την αληθινή σοφία, 
evepyst σύμφωνα με TH θεωρητική αρετή, περιγράφεται a- 
ξιοθαύμαστα από τον Πλάτωνα oto Θεαίτητο ὡς εξής: 


«Σωκράτης: ἂς μιλήσουμε, αφού κι εσύ συμφωνείς, για τους 
κορυφαίους. Γιατί τι va met κανείς για εκείνους mov περ- 
νούν τον καιρό τους OTH φιλοσοφία κατά τρόπο φαύλο; Κατ' 
αρχάς, λοιπόν, ot κορυφαίοι από μικροί ὃε γνωρίζουν ούτε 
TO δρόμο προς τὴν αγορά, ούτε πού βρίσκεται το δικαστήριο 
ἤ TO βουλευτήριο, OVTE κάποιος GAAOS δημόσιος τόπος συ- 
γκέντρωσης τῆς πόλης. Ούτε ακούν, οὔτε βλέπουν τοὺς νό- 
μους ή τα ψηφίσματα, όταν συζητούνται ή εκδίδονται. Ocov 
αφορά δε τις διακαείς προσπάθειες τῶν πολιτικών συλλόγων 
να καταλάβουν αξιώματα, τις συγκεντρώσεις AVTMV, τα δεί- 
πνα και TA γλέντια που συνοδεύονται από αὐλητρίδες, όλα 
αὐτά οὔτε καν ονειρεύονται ότι Ta κάνουν. Εάν ὃε κάτι κα- 
λό ή κακό ἔχει συμβεί στην πόλη, ή ποιο κακό κληρονόμησε 
κάποιος από τους προγόνους του, άνδρες ή γυναίκες, σε αὖυ- 
τά εἶναι περισσότερο adasic, ὀπῶς λέγεται, παρά στο πό- 
oovs κουβάδες νερό ἔχει ἡ θάλασσα. Kat επιπλέον, ἕνας τέ- 
τοιος άνθρωπος de γνωρίζει ovTE την άγνοια του σχετικά 
με όλα τούτα, γιατί δεν απέχει από αὐτά για νὰ αποκτήσει 
φήμη, αλλά στην πραγματικότητα μόνο το σώμα Tov κατοικεί 
καὶ ζει στην πόλη, ενώ ἡ διάνοια του (επιστημονικώς αποκα- 
λούμενη ἔλλογη δύναμη ---σιτ. συγγρ.), θεωρώντας όλα αὐτά 
επουσιώδη Kat ανάξια, πετά ολούθε, σύμφωνα με τον Πίνδα- 
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po, ota βάθη της γῆς, μετρώντας τις εκτάσεις της, στὰ ὕψη 
του ovpavod αστρονομώντας. Και ερευνά τέλεια τη φύση 
τῶν όντων που κάθε σύνολο περιέχει, χωρίς καθόλου va ἔχξι 
σχέση ο ίδιος με οτιδήποτε κοντινό. 

Θεόδωρος: Ti evvosic με αὐτό, Σωκράτη; 

Σωκράτης: Ακριβώς αὐτό, Θεόδωρε, που λένε για το Θαλή, 
που παρατηρούσε TA άστρα μὲ το κεφάλι ψηλά γυρισμένο 
και ἔπεσε o€ ένα πηγάδι. Και κάποια ἐξυπνη και χαριτωμέ- 
νη Θρακιώτισσα υπηρέτρια AVAMEPETAL πὼς τοῦ εἰπε ότι ε- 
πιθυμούσε πολύ να μάθει τι περιέχουν οι ουρανοί, αλλά α- 
γνοούσε αὐτά που βρίσκονταν μπροστά του, κοντά στα πό- 
δια του. Το ίδιο πείραγμα ταιριάζει σε όλους όσους περνούν 
τὴ ζωή τους φιλοσοφώντας. Αληθινά, ένας τέτοιος άνθρωπος 
dev αγνοξί μονάχα τι κάνει ο γείτονας του, αλλά μόλις και 
μετά βίας γνωρίζει αν αυτός εἰναι άνθρῶπος, | κάποιο άλλο 
ζώο. Ti όμως είναι ο άνθρωπος καὶ τι θα ἔπρεπε μια τέ- 
τοιὰ φύση νὰ κάνει ἦ νὰ υποφέρει, αὐτά ερευνά εκείνος 
καὶ μελετά σοβαρά". Καταλαβαίνεις, Θεόδωρε, ή ὀχι; 
Θεόδωρος: Καταλαβαίνω᾽ και σίγουρα ἔχεις δίκιο. 


Σωκράτης: Γιατί, ommv πραγματικότητα, φίλε μου, όταν ένας 
τέτοιος άνθρωπος υποχρεωθεί va μιλήσει (καθώς είπα προη- 
γουμένως) είτε σε ιδιωτική συναναστροφή, είτε δημόσια σε 
ένα δικαστήριο ή οπουδήποτε αλλού, σχετικά μὲ πράγματα 
που βρίσκονται μπροστά OTA πόδια TOV και OTA μάτια του, 
προκαλεί γέλιο, όχι μόνο σε Θρακιώτισσες υπηρέτριες, αλλά 
καὶ σε GAO τον κόσμο, αφού από THV αδεξιότητα του πέφτει 
μέσα σε πηγάδια και κάθε είἰδους ἀασάφεια. Η ανικανότητα 
του επίσης είναι φοβερή και τον κάνει va θεωρείται aypoi- 
κος. Otav βρίσκεται σε συντροφιά συκοφαντών, δεν ἔχει 
καμιά κακολογία va πει, καθώς δε γνωρίζει τίποτε κακό για 
κανένα, επειδή δὲν ἔχει καταστήσει ἀντικείμενα τῆς προ- 
σοχής τον ta άτομα. Mnv ἔχοντας λοιπόν τίποτε va πει, εμ- 
φανίζεται γελοίος. Otav πάλι βρίσκεται σε συντροφιά αν- 
θρώπων TOV τιμούν και επαινούν τοὺς άλλους, καθώς δεν 
είναι μόνο σιωπηλός αλλά και γελάει ολοφάνερα, θεωρείται 
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avontoc. Otav ακούει εγκώμια για ένα τύραννο ή ἕνα βασι- 
λιά, νομίζει ότι ἀκούει Va εγκωμιάζεται κάποιος βοσκός χοί- 
pov, βοδιών ή προβάτων, επειδή αρμέγει πολλά Coa Kal πι- 
στεύει ότι αὐτοί τρέφουν καὶ αρμέγουν το CMO που βρίσκε- 
ται κάτω από τις εντολές τους, HE ἕνα δυσκολότερο και δο- 
λιότερο τρόπο και ότι τέτοιου είδους άνθρωποι SEV είναι 
κατ' ἀνάγκην καθόλου λιγότερο αγροίκοι και απαίδευτοι α- 
πό τους ποιμένες λόγω της ενασχόλησης τους, ο ένας όντας 
περιχαρακωμένος σε τείχη, ο ἄλλος σε μια στάνη σε ένα 
βουνό. Αλλά όταν ακούει οποιονδήποτε va διακηρύσσει OTL 
κατέχει δέκα χιλιάδες πλέθρα γης ή ακόμη περισσότερα σαν 
va κατείχε πλήθος θαυμάσια πράγματα, νομίζει ότι akovet 
επουσιώδη πράγματα, επειδή είναι συνηθισμένος va βλέπει 
ολόκληρη TH yn. Συχνά επίσης, όταν κάποιος υμνεί THV EDYE- 
νική καταγωγή τῆς οικογένειας του, προβάλλοντας εφτά 
παππούδες πλούσιους, νομίζει ότι ο ἕπαινος γίνεται από dv- 
θρῶπο us θαμπό μάτι, κοντόφθαλμο, ο οποίος εξαιτίας της 
ἐλλειψης πειθαρχίας, εἶναι ανίκανος va βλέπει το σύνολο 
πάντα και νὰ συμπεραίνει λογικά ότι κάθε άνθρωπος ἔχει 
αναρίθμητες μυριάδες παππούδες και προγόνους, ανάμεσα 
στοὺς οποίους συχνά ὑπάρχουν πλούσιοι και φτωχοί, βασι- 
λείς και σκλάβοι, βάρβαροι και Έλληνες. Otav ὃς κάποιος 
υμνώντας TOVG προγόνους του, απαριθμεί είκοσι πέντε από 
αὐτούς και ἀνάγει τὴν καταγωγή Tov στον Ηρακλή, το γιο 
του Αμφιτρύωνα, εκείνος το θεωρεί ανάξιο λόγου. Γελά με 
αὐτούς, επειδή δὲν μπορούν va VAOAOYiGOvV ότι ο εἰκοστός 
πέμπτος πρόγονος Tov Αμφιτρύωνα είχε και αὐτός τὴν τύχη 
Tov τοῦ ἔλαχε, TO ίδιο καὶ ο πεντηκοστός avTOD, και Va α- 
παλλάξουν ἔτσι τον EAVTO τοὺς από τη χαυνότητα της avon- 
τῆς ψυχής τους. LE τέτοια πράγματα, ο κορυφαίος ποῦ περι- 
γράφουμε θα γελοιοποιηθεί από τους πολλούς, εν μέρει ε- 
πειδή θα θεωρηθεί από αὐτούς αλαζόνας καὶ εν μέρει ε- 
πειδή αὐτός αγνοξί και δυσπιστεί για πράγματα που βρίσκο- 
νται μέσα στα πόδια του. 


Θεόδωρος: Μιλάς, © Σωκράτη, για πράγματα που σίγουρα 
συμβαίνουν. 
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Σωκράτης: Otav opas αυτός, φίλε μου, τραβήξει κάποιον 
στὰ ψηλά και είναι πρόθυμος κάποιος va εγκαταλείψει TH 
σκέψη του «εάν εγώ αδικώῴώ εσένα, ή εσύ εμένα», και τον α- 
κολουθήσει στην ἐρευνα TOV δίκαιου καιτοῦυ άδικου, τι είναι 
το καθένα από αυτά και σξ τι διαφέρουν από όλα τα άλλα 
πράγματα ή μεταξύ τους: ή ἐγκαταλείποντας TH σκέψη «αν O 
βασιλιάς είναι ευτυχισμένος επειδή κατέχει άφθονο χρυσά- 
φι», va ανυψωθεί στὴν ἐρευνα της βασιλείας καὶ γενικά της 
ανθρώπινης εὐτυχίας και δυστυχίας, τι είδους είναι το καθέ- 
νὰ καὶ με ποιο τρόπο είναι σωστό γιὰ THV ανθρώπινη φύση 
VQ ἀποκτήσει το ἕνα από Ta δυο, va ξεφύγει από το GAAO: 
σχετικά με όλα αυτά TA μερικά, όταν αὐτός ο μικρόψυχος, ο 
δριμύς και δικολάβος, αναγκαστεί va δώσει μια λογική at- 
Tia, τότε αὐτός με TH σειρά του επηρξεάζεται χειρότερα από 
τον κορυφαίο. Ζαλίζεται, ἐπειδή αιωρείται σε ένα ψηλό τό- 
πο ἐρευνας και ἐπειδή Sev είναι εξοικειωμένος va κοιτάζει 
τόσο ψηλά. Ἐπίσης τρομοκρατείται, γεμίζει αβεβαιότητα Kar 
μιλάει κατά τρόπο βαρβαρικό: ἔτσι ώστε πράγματι δεν προ- 
καλεί γέλιο στὴν ayevn Θρακιώτισσα, οὔτε σε κάποιο άλλο 
ανεκπαίδευτο πρόσωπο (διότι αὐτοί δεν αντιλαμβάνονται 
τὴν κατάσταση του), αλλά σε όλους εκείνους που ἡ παιδεία 
τους υπήρξε αντίθετη από εκείνη τῶν δούλων. Αὐτή, Θεόδω- 
ps, είναι ἡ συμπεριφορά του καθένα ο Evac, που τον απο- 
καλούμε φιλόσοφο, ανατρέφεται πράγματι, με THV αλήθεια 
και TH «σχολή». Αὐτός, av και dev θα ἔπρεπε va κατηγορεί- 
ται, εμφανίζεται ὡς ηλίθιος και EVTEAMS ανάξιος όταν εμπλέ- 
κεται o€ δουλικές υπηρεσίες: αφού ούτε γνωρίζει va συ- 
σκευάζει μια κουβέρτα, οὔτε va φτιάξει νόστιμα φαγητά για 
δείπνα, οὔτε va συνθέσει κολακευτικούς λόγους. Αλλά ο ἀλ- 
λος από αὐτούς τους χαρακτήρες είναι ικανός va εκτελεί ό- 
λες αὐτές τις δουλικές ὑυπηρεσίες με ταχύτητα και άνεση, μα 
de γνωρίζει οὔτε va ντυθεί με τρόπο OVD ταιριάζει σε ε- 
λεύθερο άνθρωπο, οὔτε VO υμνήσει κατάλληλα, HE αρμονική 
γλώσσα, την αληθινή Con τῶν θεών και τῶν ευλογημένων 
ανθρώπων». 
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1. Οἵ Πυθαγόρειοι ήταν τόσο βαθιά πεισμένοι για την αλήθεια 


αὐτού TOD ισχυρισμού, ὥστε ένας από αὐτούς παρατηρεί θαυ- 
μάσια: τῶν κατά φιλοσοφίαν θεωρημάτων απολαυστέον ἐφ' όσον οίον, 
καθάπερ αμβροσίας και νέκταρος ακήρατόν τε γάρ τό ἀπ' αυτών ηδύ καί 
θείον, τό μεγαλόψυχον δύναται τε ποιείν, καί εἰ μή αἴδίους αἴδίων τε επι- 
στήμονας (Ἰάμβλιχος, Προτρεπτικός ες Φιλοσοφίαν, σ.4): δη- 
λαδή: «Ta θεωρήματα τῆς φιλοσοφίας πρέπει va ἀαπολαμβάνο- 
νται όσο TO δυνατόν περισσότερο, σαν va ήταν αμβροσία και 
νέκταρ. Γιατί n svyapiotnon που προσφέρουν είναι ἀφθαρτη 
και θεϊκή. Ἔχουν την ικανότητα va προσφέρουν TH μεγαλοψυ- 
χία και μολονότι δὲν μπορούν va μας κάνουν αθάνατους, ὀμῶς 
μας καθιστούν ικανούς VO αποκτήσουμε επιστημονική γνώση 
τῶν αθάνατων φύσεων». 


. «τούτο δή ὡς έοικεν, οὐκ οστράκου αν εἴη περιστροφή, αλλά ψυχής περια- 


γωγή, εκ νυκτερινής τινός ημέρας εἰς ἀληθινήν του όντος ἐπάνοδον, ἦν δή 
φιλοσοφίαν αληθή φήσομεν είναι». Πλάτωνα, Πολιτεία, Βιβλίο 7. 


.Ὁ Πλούταρχος, om βιογραφία tov Μαρκέλλου, μας πληροφορεί 


ότι ο λόγος για Tov οποίο ο Αρχιμήδης δὲν καταδέχτηκε va 
ἀφήσει καμιά γραπτή αναφορά για τις θαυμαστές μηχανές που 
επινοούσε, ἦταν επειδή «θεωρούσε την ενασχόληση με TH μη- 
χανική και γενικά κάθε τέχνη που σχετίζεται με τις κοινές ανά- 
yKes τῆς ζωής ἀαγενή καὶ ανελεύθερη: και ότι αντικείμενα τῆς 
φιλοδοξίας Tov ἦταν εκείνα μόνο με τα οποία ἡ ομορφιά και ἢ 
ανωτερότητα ἦταν παρούσες, MN ἀναμεμιγμένες μὲ TO ανα- 
γκαίο». («Ἄλλα την περί Ta μηχανικά πραγματείαν, καί πασαν όλως τέ- 
XV χρείας εφαπτομένην, αγενή και βάναυσον ἠγησάμενος, εκείνα κατα- 
θέσθαι μόνα την αυτού φιλοτιμίαν, οἱς τό καλόν καί περιττόν αμιγές του 
αναγκαίου πρόσεστιν».) 

Η μεγάλη ἀκρίβεια και λεπτότητα τῶν διδασκαλιών του Ev- 
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κλείδη Kot tov Αρχιμήδη. που ισάξιες τους δεν ἔχουν διατυπώ- 
θεί από κανέναν από τους μεγαλύτερους συγχρόνους μαθηματι- 
κούς, οφείλονται om βαθιά πίστη τους στη σημαντική αὐτή 
αλήθεια. Αντίθετα ot σύγχρονοι μαθηματικοί, προφανώς a- 
γνοώντας TH καὶ φροντίζοντας μόνο για τις ανάγκες καὶ τις Ev- 
κολίες της ζωώδους Cars Tov ἀνθρώπου -σαν va ήταν μοναδι- 
κός σκοπός τοῦ ἡ τκανοποίηση τῶν αἰσθήσεων του- έχουν δια- 
φθείρει τή γνήσια γεωμετρία αναμιγνύοντας την με αἀλγεβρι- 
κούς υπολογισμούς. Όντας πρόθυμοι va την υποβιβάσουν όσο 
το δυνατόν περισσότερο σε πρακτικούς σκοπούς, ἔχουν ανα- 
ζητήσει εναγωνίως περισσότερο TH σύνοψη καὶ την εὐκολία πα- 
pa TV ἀκρίβεια καὶ TH λεπτότητα της γεωμετρικής διδασκα- 
λίας. 


. Βλέπε το λήμμα Νεύτων (Newton) oto Μαθηματικό Λεξικό tov 


Χάτον. 


. Ἐπίσης, ο Ap. Χάλεί (Halley), ο οποίος αναμφισβήτητα συγκα- 


ταλέγεται ἀνάμεσα στοὺς σπουδαιότερους σύγχρονους μαθημα- 
τικούς, φαίνεται va είχε την ίδια άποψη για την ὑυπερβατικότη- 
τὰ TOV ελληνικού πνεύματος OTIC μαθηματικές επιστήμες. Στον 
πρόλογο της μετάφρασης tov Περί Χωρίου Αποτομής του Α- 
πολλώνιου (στο οποίο απέδιδε τόση σημασία ὥστε ήταν πρόθυ- 
μος va μάθει Αραβικά για va ολοκληρώσει TH μετάφρασή TOD 
ota Λατινικά) λέει: «Methodus haec cum algebra speciosa 
facilitate contendit, evidentia vero et demonstrationum elegan- 
tia earn longe superare videtur: ut abunde constabit, si quis con- 
ferat hanc Apollonii doctrinam de Sectione Rationis cum ejus- 
dem Problematis Analysi Algebraica, quam exhibuit clarissimus 
Wallisius, torn. 2: Operum Math. cap. 54, p. 220»: δηλαδή: «H 
μέθοδος αὐτή συναγωνίζεται τὴν ευπρεπή GAyeBpa με εὐκολία. 
Απέχει όμως πολύ από TO va την ξεπεράσει στην απόδειξη KO 
τὴ λεπτότητα της διδασκαλίας, καθώς θα γίνει φανερό, αν αὐτό 
το δόγμα του Απολλώνιου στο Περί Χωρίου Αποτομής συγκρι- 
θεί με την αλγεβρική ανάλυση Tov ίδιου προβλήματος ποὺ ο 
ξακουστός Ουάλις εκθέτει στο δεύτερο τόμο τῶν μαθηματικών 
ἔργων tov, κεφ. 54, σελ. 220». Και στην κατάληξη tov προλό- 
γοῦ Tov mapatynpst: «Verum perpendendum est, aliud esse 
problema aliqualiter resolutum dare, quod modis varus plerum- 
que fieri potest, aliud methodo elegantissima ipsum efficere: 
analysi brevissima et simul perspicua; synthesi concinna, et min- 
ima operosa» δηλαδή: «AAAo πράγμα εἰναι va δίνεις TH λύση 
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ενός προβλήματος LE Tov ένα ή Tov GAAO τρόπο, ἡ οποία κατά 
TO μεγαλύτερο μέρος μπορεί va κατορθωθεί πολλαπλώς, και 
άλλο είναι να επιτυγχάνεις TH λύση HE την πιο λεπτή μέθοδο, 
HE τή συντομότερη ανάλυση που είναι συγχρόνως και σαφής, LE 
μια σύνθεση καλαίσθητη καὶ στο μικρότερο βαθμό κοπια- 
στική». 


6. Στα Ὕστερα Αναλυτικά του. 


7. Αυτά τα «υστερογενή κοινά» ονομάζονται στή σύγχρονη γλώσ- 
σα «αφηρημένες ιδέες». Το δόγμα λοιπόν του Λοκ (Locke) πά-. 
v@ στο θέμα αὐτό ήταν ἀρκετά γνωστό στον Πρόκλο: αλλά η 
πυπόθεση ότι ἡ ψυχή δεν έχει άλλες ιδέες εκτός από αὐὑτές, σω- 
στά αποδείχθηκε εσφαλμένη από τον ίδιο καὶ ἀπό τοὺς σημα- 
ντικότερους Πλατωνιστές. 


8. Εκτός από τὰ παραπάνω ἐξοχα επιχειρήματα tov Πρόκλου, θα 
παρουσιάσῳω στον ἀμερόληπτο αναγνώστη αὐτά που ο Συρια- 
νός, ο δάσκαλος του Πρόκλου, αναφέρει ὡς προς το ίδιο θέμα 
στὰ EPLNVELTIKG του σχόλια πάνω στο 130 βιβλίο από το Μετά 
ta Φυσικά του Αριστοτέλη καὶ που ἔχουν ὡς εξής: «Ovte βλέ- 
πουμξ όλες τις LOPES, οὔτε όλους τους ἀριθμούς που περιέχο- 
νται στὰ αἰσθητά, ούτε είναι δυνατόν πράγματα που προέρχο- 
νται από τὰ αἰσθητά va ἔχουν μαθηματική ἀκρίβεια καὶ βε- 
βαιότητα. Αλλά εάν μπορούσε va ειπωθεί πῶς προσθέτουμε 
O,TL ἀαπαιτείται, προκειμένου TA αφηρημένα va γίνουν περισσό- 
τερο καθορισμένα, τότε κατ' αὐτόν τον τρόπο Ta εξετάζουμε. 
Πραγματικά, είναι anapaitnto αρχικά va προσδιορίσουμξ από 
πού αντλούμε TH δύναμη που παρέχει την τελειοποίηση. Διότι 
de θα βρούμε καμιά αἰτία περισσότερο αληθινή από αὐτήν που 
προσδιορίστηκε από τοὺς ἀρχαίους. Ἐννοώ, δηλαδή, ότι ἡ 
ψυχή, καθώς προηγείται τῶν ενεργειών της αίσθησης, περιέχει 
οὐυσιαστικά τις αἰτίες όλων τῶν πραγμάτων. Αλλά προσθέτοντας 
κάτι στὰ πράγματα, για va γίνουν ἀαφηρημένα από αἰσθητά, δεν 
τὰ κάνουμε περισσότερο βέβαια καὶ αληθινά, αλλά αντίθετα, 
περισσότερο εἰκονικά. Tia παράδειγμα, αν κάποιος κατακρίνει 
TO πρόσωπο του Σωκράτη, ενόσω διατηρεί με ακρίβεια στη φα- 
ντασία τοῦ την εἰκόνα που είχε αποκομίσει από την αἰϊσθητή 
παρουσία του, θα ἔχει μια ἀκριβή γνώση Tov προσώπου τοῦ: 
αλλά αν θελήσει να τή μεταμορφώσει CE μιὰ πιο εκλεπτυσμένη 
μορφή, θα εξετάσει περισσότερο TH μεταμορφωμένη φιγούρα 
παρά τη μορφή του Σωκράτη. Opws τίποτε τέτοιο de συμβαίνει 
HE τοὺς ίσους καὶ όὀμοιους αριθμούς καὶ TA σχήματα. Αντίθετα, 
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600 περισσότερο τοὺς MEPVODUE κοντά στο πιο καθορισμένο 
και τέλειο, τόσο περισσότερο γίνονται φανεροί καὶ γνωστοί, LE 
λογικό επακόλουθο va πλησιάζουν τη δική τοὺς αδιαίρετη μορ- 
on. Μπορούμξε πραγματικά va πούμε ότι το ἐνδιαφέρον μας για 
τις μαθηματικές αλήθειες εξάπτεται μέσω τῶν αἰισθητών αντι- 
κειμένων αλλά δεν πρέπει με κανένα τρόπο va γίνει ἀποδεκτό 
ότι αὐτές αντλούν την ὕπαρξη τους μέσω μιας αφαίρεσης από 
τὰ αἰσθητά. Γιατί είναι αλήθεια πὼς οἱ μορφές, οι οποίες μας 
μεταφέρονται μέσω τῶν αἰσθήσεων, μπορούν va προχωρήσουν 
μέχρι THV προσέγγιση της φαντασίας, στην οποία θα ήθελαν va 
διατηρήσουν μια ατομική υπόσταση και va συνεχίσουν έτσι ό- 
πῶς εισήλθαν. Όταν ὀμὼς αργότερα ἡ διάνοια μεταβαίνει πέ- 
ρα από αὐτά στο καθολικό καὶ σε πράγματα ποὺ γίνονται κατα- 
νοητά μέσω της επιστημονικής λογικής, σαφώς αποδεικνύει ότι 
εξετάζει ἀντικείμενα συγγενή προς αὑτήν Kal Ta οποία είναι 
πραγματικά οι γνήσιοι ἀπόγονοι της. Ἔτσι, ἡ evépysia αὐτή 
βρίσκεται σε άμιλλα με τη θεϊκή ἐνέργεια, δεν είναι ἀανταγῶνι- 
στική καὶ ἔχει μια δύναμη va διεγείρει, va εξαγνίζει καὶ νὰ 
διαφωτίζει το λογικό μάτι τῆς ψυχής. Αλλά πώς θα μπορούσε 
αὐτό νὰ πραγματοποιείται, εάν ασχολείται με πράγματα που 
μόνα τοὺς συντηρούνται μέσω μιας ἀαπογύμνωσης από τα αἰσθη- 
τά, Με δυο λόγια, ἕνα από αὐτά Ta δύο πράγματα πρέπει va 
ακολουθούνται: site ότι ot μαθηματικές αποδείξεις εἰναι λιγό- 
TEPO σίγουρες από TA φυσιολογικά επιχειρήματα- site ότι OL 
μαθηματικές επιστήμες κατέχουν γνώσεις για πράγματα Tov εἰ- 
ναι περισσότερο πραγματικά από τα αντικείμενα της φυσικής. 
Διότι δεν είναι λογικό να Ὀυποθέτουμξε ότι TA πράγματα ποῦ εἰ- 
ναι περισσότερο πραγματικά Ba ἔπρεπε va γίνονται ἀσαφώς 
γνωστά, οὔτε ότι TA λιγότερο πραγματικά θα ἔπρεπε va είναι 
ἐκδήλως πιο φανερά. Όποτε συμβαίνει κάτι τέτοιο στή θεώρη- 
ON οποιασδήποτε νοητικής οὐσίας, αὐτό είναι επακόλουθο της 
δικής μας μωρίας καὶ δεν προκαλείται από το ίδιο το αντικεί- 
μενο. Διότι ο σχετικός ισχυρισμός του Πλάτωνα είναι ἀπολύτως 
αληθινός: ότι, δηλαδή, κάθε πράγμα συμμετέχει στο μεγαλείο 
καὶ τή γνώση ανάλογα με TO πώς συμμετέχει στην αλήθεια και 
την ὕπαρξη. To ίδιο πράγμα επίσης ἰσχυρίζεται ο Αριστοτέλης 
oto δεύτερο βιβλίο από το Μετά ta Φυσικά αναφέρει εκεί 
χαρακτηριστικά: «όπως είναι ἡ ὑπαρξη κάθε πράγματος, ἕτσι 
είναι Kat ἡ αλήθεια του». 
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9. Δηλαδή: 1, 2, 4, 8, 3, 9, 27. Βλέπε σχετικά στην Εἰσαγωγή στον 


10. 


-- 
-- 
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Τίμαιο, oto 20 τόμο της μετάφρασης του Πλάτωνα από το συγ- 
γραφέα. 

O οξυδερκής Κέπλερ είχε όχι μόνο συμπεριλάβει To παραπάνω 
ἀπόσπασμα από τὰ σχόλια Tov Πρόκλου, στην πραγματεία τοῦ 
Περί του Αρμονικού Κόσμου, αλλά το είχε επίσης εγκωμιάσει 
ὡς ακολούθως: «Ad quod attinet quantitates continuas, omnino 
adsentior Proclo; etsi oratio fluit ipsi torrentis instar, ripas inun- 
dans, et caeca dubitationum vada gurgitesque occultans, dum 
mens plena majestatis tantarum rerum, luctatur in angustiis lin- 
guae, et conclusio nunquam sibi ipsi verborum copia satis- 
faciens, propositionum simplicitatem excedit». Δηλαδή: «Ὅσον 
apopa ό.τι ἔχει σχέση ME τις πηλικότητες συμφωνώ απολύτως 
με τον Πρόκλο: αν και ἡ γλώσσα Tov κυλά σαν ένας χείμαρρος 
Tov αποκαλύπτει τις όχθες του καὶ κρύβει τὰ σκοτεινά περά- 
σματα καὶ τις δίνες της αμφιβολίας, ενώ ἡ σκέψη του, γεμάτη 
από το μεγαλείο που ἔχουν TA πράγματα τέτοιας λαμπρότητας, 
αγωνίζεται ota στενά αδιέξοδα της γλώσσας και καθώς το συ- 
μπέρασμα ποτέ δεν τον ικανοποιεί, ὑπερβαίνει με τὰ αντίγρα- 
φα τῶν λέξεων την απλότητα τῶν προθέσεων». ---Κέπλερ [Γο- 
χάνες: (1571-1630) Γερμανός ἀστρονόμος. 


. Ὅσον αφορά αὐτό το ανεκτίμητο épyo pe τίτλο ἰερός Λόγος, 


βλέπε τη Βιβλιοθήκη του Φαμπρίκιου, τόμος I, σελ. 118 καὶ 
462. Ἐπίσης, ota σχόλια του Συριανού πάνω στο Μετά ta Φυ- 
σικά του Αριστοτέλη, σελ. 7, 71, 83 καὶ 108, ο ἀναγνώστης θα 
βρει μερικά παράξενα ἀποσπάσματα από αὐτή τη φημισμένη 
ἐργασία. Ἰδιαίτερα στη σελ. 83 0 Συριανός μας πληροφορεί ότι 
«αὐτός που συμβουλξεύεται αὐτό το έργο, θα βρει όλες τις τά- 
ἕξεις καὶ τῶν μονάδων καὶ τῶν αριθμών, χωρίς va παραλείπεται 
καμία, πλήρως δοξασμένες». 


Βλέπε το 20 βιβλίο του παρόντος ἔργου, στο οποίο παρουσιάζε- 
ται αυτός ο ἀκέραιος γεωμετρικός αριθμός. 


. To κείμενο mov υπαινίσσεται ο Πρόκλος ὑπάρχει στο 9o βιβλίο 


της Πολιτείας και είναι το ἀακόλουθο: —T1 λοιπόν, de θα πούμε 
με θάρρος ότι και οι επιθυμίες που ανήκουν στο φιλόνικο καὶ 
στο φιλοκερδές μέρος της ψυχής, όταν οδηγούνται από την επι- 
στήμη και το λογικό καὶ LE TH δική τοὺς καθοδήγηση επιδιώ- 
κοῦν μόνο τις ηδονές που vTOdELKVUEL ἡ φρόνηση, θα δοκιμά- 
σοῦυν τις πιο αληθινές ηδονές καὶ τις πιο σύμφωνες LE TH φύση 
τους, που είναι ποτέ δυνατόν va αισθανθούν, εφόσον ακολου- 
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θούν την αλήθεια, αφού το συμφερότερο os κάθε πράγμα είναι 
συγχρόνως καὶ TO συμφωνότερο HE TH φύση του; 

—Ma, πραγματικά είναι TO συμφωνότερο LE TH φύση TOD, εἰπε 
εκείνος. 

—Otav λοιπόν ολόκληρη ἡ ψυχή ὑπακούει στο φιλόσοφο μέ- 
ρος της και de στασιάζει, τότε κάθε μέρος αὐτής πράττει TO 
δικό Tov έργο Kat είναι δίκαιο Kol ἀπολαμβάνει τις ηἡδονές που 
TOV ανήκουν, τις καλύτερες καὶ τις αληθινότερες που μπορεί va 
καρπωθεί. 

—Aiyos αμφιβολία. 

-- Αλλά όταν επικρατήσει κάποιο από Ta δύο άλλα μέρη (της 
ψυχής), συμβαίνει τότε και αὐτό TO ίδιο va μη μπορεί va βρει 
τὴν ἡδονή που Tov προσιδιάζει και τα άλλα va εξαναγκάζει va 
επιδιώκουν ηδονές ξένες προς TH φύση τοὺς καὶ επομένως κα- 
θόλου αληθινές. 

--Ἔτσι είναι. 

--Δδὲν είναι λοιπόν εκείνα που απέχουν περισσότερο από τη 
φιλοσοφία καὶ τον ορθό λόγο, εκείνα που θα επέφεραν ακρι- 
βώς αὐτά τα αποτελέσματα; 

--Αὠκριβόώς. 

- Καὶ δεν ἀπέχει ένα πράγμα από tov ορθό λόγο τόσο όσο α- 
πέχει από TO νόμο καὶ την τάξη; 

-Εἶἰναι προφανές. 

—Kar δεν βρήκαμξ ότι οι ερωτικές και OL τυραννικές επιθυμίες 
αἀπέχουν περισσότερο από κάθε άλλο; 

--ο͵ΟΑΟκριβώς ἔτσι. 

-͵ῖ-Εσι λιγότερο οι βασιλικές καὶ οι κόσμιες; 

-τναι. 

- Επομένως, ο τύραννος, νομίζω, θα απέχει περισσότερο από 
τὴν αληθινή καὶ την πῖο ταιριαστή στην ἀνθρώπινη φύση ηδονή, 
καὶ λιγότερο ο άλλος. 

-Κατ' ἀνάγκη. 

--Ιἰαι ο τύραννος θα ζήσει ζωή αηδέστατη καὶ ο βασιλιάς εξαι- 
ρετικά εὐυχάριστη; 

—Avt0 είναι αναντίρρητο. 

-ἰΙ.αι γνωρίζεις πόσο andéotepa Cet ο τύραννος από το βασι- 
λιά; 

—Av HOU το πεις.... 

-οΟΑΤ,ὐπάρχουν, καθώς φαίνεται, τρεῖς ηδονές, μία γνήσια καὶ δύο 
νόθες: ο τύραννος, εχθρός Tov νόμου καὶ TOV ορθού λόγου, πε- 
ριστοιχιζόμενος από δουλικές ηδονές, βρίσκεται oto ἔσχατο ά- 
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KPO TOV νόθων NOoovav, καὶ πόσο ὑυστερεί στην εὐτυχία είναι 
δύσκολο va πούμε, εκτός αν γίνει κατ' αὐτόν τον τρόπο. 
---Κατά ποιον; 

—Ye σχέση pe TOV ολιγαρχικό, ο τύραννος έρχξται τρίτος, διό- 
τι ἀνάμεσα τοὺς ὑπάρχει O δημοκρατικός. 

-- Μάλιστα. 

—Av λοιπόν όσα είπαμε είναι αληθινά, το sid@AO της ηδονής 
που ἀπολαμβάνει ο τύραννος, ἔχει από την αλήθεια τρεῖς φο- 
ρές μεγαλύτερη απόστασῃη, σχετικά με THV ἡδονή τοῦ ολιγαρχι- 
κού. 

--Ακριβώς. 

--Ααλλά ο ολιγαρχικός έρχεται τρίτος στή σειρά μετά από TO 
βασιλικό, αν ὑυποθέσουμε ότι ο αριστοκρατικός καὶ ο βασιλικός 
ταυτίζονται. 

-οπἋἊἬὐἐὐβαια τρίτος. 

—Qote ο τύραννος ἀπέχει από την αληθινή ἡδονή το τριπλά- 
σῖο τοῦ τριπλάσιου. 

-Ἔτσι φαίνεται 

—To είδωλο της τυραννικής ηδονής θα μπορούσε, ὡς προς TO 
μήκος, va παρασταθεί με έναν επίπεδο αριθμό. 

---Και βέβαια. 

- Καὶ ἡ απόσταση που απέχει από την αληθινή ἡδονή γίνεται 
φανερή, αν πολλαπλασιάσουμε τον αριθμό αὐτό με τον EAvTO 
TOV καὶ TOV ὑψώσουμξε στην τρίτη δύναμη. 

-- Εἶναι φανερό σε αὐτόν που μπορεί va την υπολογίσει. 

—Av λοιπόν, αντιστρόφως, κάποιος ζητήσει va BpEt ποια εἰναι 
ῃ αἀπόσταση Tov βασιλιά από τον τύραννο, ὡς προς την αλήθεια 
της Noovijs, δεν θα βρει, ὡς εξαγόμενο tov πολλαπλασιασμού, 
ότι ο βασιλιάς ζει 729 φορές πιο εὐχάριστα από τον τύραννο, 
καὶ ο τύραννος από το βασιλιά άλλες τόσες φορές; 

Στο κείμενο αὐτό ο Πλάτωνας χρησιμοποιεί τους ακόλουθους 
αριθμούς: θεωρεί το βασιλικό χαρακτήρα ὡς ανάλογο προς TH 
μονάδα, τον ολιγαρχικό ὡς προς τον αριθμό 3 καὶ τον τυραννι- 
KO ὡς προς τον αριθμό 9. Καθώς λοιπόν το 3 εἶναι το τριπλάσιο 
της μονάδας, ο ολιγαρχικός είναι το ένα τρίτο του βασιλικού 
χαρακτήρα- καὶ κατά όμοιο τρόπο ο τύραννος ἀπέχει από τον 
ολιγαρχικό κατά το τριπλάσιο TOV αριθμού του. Διότι το 9 είναι 
το τριπλάσιο του 3, ακριβώς όπως το 3 εἶναι TO τριπλάσιο του 
1. Αλλά το 9 είναι évac τετράγωνος αριθμός, που το μήκος TOD 
είναι 3 καὶ το πλάτος του επίσης. Και ἡ τυραννική, λέει ο Πλά- 
τῶνας, είναι ἡ τελευταία εἰκόνα μιας βασιλικής ζωής. Ἐπίσης 
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ονομάζει to 3 δύναμη, διότι αν πολλαπλασιαστεί ἡ μονάδα LE 
αὐτό καὶ 6,11 βρεθεί με τον εαυτό Tov καὶ το 9 επί αυτό, θα 
ἔχουμε τα 3, 9, 27. Αλλά ονομάζει to 27 τρίτη αὐξηση, που 
προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό της δύναμης Tov 3 καὶ πα- 
ράγει το ὕψος ή ἕνα στερεό αριθμό. Τέλος, το 27 πολλαπλασια- 
ζόμενο επί τον savtd Tov παράγει το 729, που μπορεί va θεώ- 
ρηθεί ὡς τέλειος πολλαπλασιασμός, καθώς ο αριθμός αὐτός εἰ- 
ναι ἡ ὅη δύναμη του 3: Kat το 6 είναι ἕνας τέλειος αριθμός. 
Έτσι, καθώς ο βασιλιάς είναι ἀανάλογος προς τη μονάδα, λέει ο 
Πλάτωνας, απέχει κατά 729 φορές από τον τύραννο. 


14. Η επανάκτηση της χαμένης γνώσης, βασίζεται στην υπόθεση ότι 


15: 
16. 
17. 


18. 
19. 


ἡ ψυχή είναι αληθινά αθάνατη, dpa siye μια ὑπαρξη πρότερη 
από αὐτήν της τωρινής Cars. 

Στο Μένων. 

Στα Μαθηματικό, σελ. 18. 


Η λέξη τελετή (ή μύηση), λέει ο Ἑρμείας oto épyo tov Εἰς 
Πλάτωνος Φαίδρον Σχόλια, «ονομάστηκε έτσι διότι καθι- 
στούσε την ψυχή τέλεια. Η ψυχή, επομένως, ήταν κάποτε τέ- 
λεια. Αλλά εδώ χωρίζεται Kor δὲν είναι ικανή va ενεργεί εξ 
ολοκλήρου μόνη της». Και προσθέτει: «Αλλά είναι avayKaio va 
γνωρίζουμξε ότι τελετή, μύησις και εποπτεία διαφέρουν μεταξύ 
τους. Η τελετή επομένως είναι ἀνάλογη προς αὐτό mov είναι 
προπαρασκευασστικό για τοὺς εξαγνισμούς. Αλλά ἡ μύησις, που 
ονομάζεται έτσι από το κλείσιμο τῶν ματιών, είναι περισσότε- 
po θεϊκή. Το κλείσιμο τῶν ματιών στη μύηση σημαίνει ότι δὲ 
λαμβάνεις μέσω της αίσθησης αὑτά τα θεϊκά μυστήρια, αλλά με 
τὴν ίδια τὴν αγνή ψυχή. Και ἡ εποπτεία είναι ἡ εντός εδραίω- 
ON αυτών, οπότε αποβαίνεις θεατής τῶν μυστηρίων». Βλέπε πε- 
ρισσότερα σχετικά μὲ αὐτό το ιδιαίτερα ἐνδιαφέρον θέμα στη 
δεύτερη ἐκδοση τοῦ épyov pov Πραγματεία επί tov Ελευσί- 
viev καὶ Βακχικών Μυστηρίων, στὰ No XV καὶ XVI tov THE 
PAMPHLETTEER. 


«Si vis beatus esse, cogita hoc primum contemnere et contemni». 
As γνωρίζουμε πότε ακριβώς éCnoav avtot ol φημισμένοι ἀν- 
θρῶποι, ο Θέων Kat ο Νικόμαχος. Μπορούμε μόνο va συμπε- 
ράνουμε, σύμφωνα με τον πολυμαθή Μπουλιάλντους, ότι ο 
θέων άκμασε ἀνάμεσα στην εποχή του Τιβέριου Καίσαρα και 
tov Αντωνίνου Πίου. Ἔγραψε μια Πραγματεία για ta Μαθημα- 
τικά, χρήσιμη oT μελέτη του Πλάτωνα. Μέχρι τώρα ἔχει εκδο- 
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Osi μόνο εκείνο το μέρος Tov ἔργου TOV TOV αναφέρεται OTHV 
Αριθμητική και Μουσική, av καὶ αὐτά που ἔγραψε για την A- 
στρονομία διασώζονται σε χειρόγραφα os μερικές βιβλιοθήκες, 
καθώς μαθαίνουμε από τον αἀκριβολόγο Φαμπρίκιο. Αλλά o Nt 
κόμαχος, που ήταν évac Πυθαγόρειος φιλόσοφος από τη Γέρα- 
σα, μια πόλη TOV συνορεύει με TH Βόστρα στην Apafia, ήταν 
-σύμφωνα με TOV Φαμπρίκιο- κάπως μεταγενέστερος από την 
ἐποχή tov Αντωνίνου Πίου, αφού αναφέρει τον ἀστρονόμο 
Πτολεμαίο που ἐζησε επί διακυβέρνησης εκείνου του αὐτοκρά- 
τορα. Τούτος ο σπουδαίος άντρας siye ιδιαίτερη εκπαίδευση 
στις μαθηματικές apyés καὶ εἰδικά στη θεωρητική αριθμητική, 
τόσο TOV TA ασυνήθιστα επιτεύγματα τοῦ στὴν επιστήμη αὐτή 
έγιναν παροιμιώδη. Ἔτσι, ο συγγραφέας tov διαλόγου μεταξύ 
τῶν ἔργων tov Λουκιανού που ἀναγράφεται Φιλόποατρις, σελ. 
468, λέει «καί yop ἀριθμέεις ὡς Νικόμαχος 6 Γερασηνός», δηλαδή, 
«δσύ κατανοείς τις μαθηματικές έννοιες σὰν το Νικόμαχο από 
™ Γέρασα». Kot ο Ιάμβλιχος oto Περί της Νικόμαχου Αριθ- 
μητικής Εἰσαγωγής, σελ. 3, λέει: «Ανακαλύπτω ότι ο Νικόμα- 
χος ἔχει διασώσει καθετί mov ἔχει σχέση με την επιστήμη της 
αριθμητικής, σύμφωνα με το δόγμα του Πυθαγόρα. Διότι αὐτός 
0 ἄντρας ήταν σπουδαίος ota μαθηματικά καὶ είχε για δασκά- 
OVS TOV τοὺς ικανότερους στον κλάδο αὐτό. Ανεξάρτητα δε α- 
TO αυτά, ἔχει παραδώσει μια αξιοθαύμαστη τάξη και θεωρία, 
Tov συνοδεύονται από μιαν ἀκριβή διδασκαλία επιστημονικών 
αρχών». Όσον αφορά τον Ιάμβλιχο, που ήταν ἕνας από τους 
εξέχοντες γνήσιους μαθητές του Πλάτωνα, Kat που σύμφωνα [LE 
τὴν άποψη tov Αὐτοκράτορα Ιουλιανού ήταν πράγματι μεταγε- 
νέστερος tov Πλάτωνα, αλλά όχι λιγότερο μεγαλοφυής, παρα- 
πέμπω TOV αναγνώστη στην «ἱστορία Αποκατάστασης της Πλα- 
τωνικής Θεολογίας», στο τέλος Tov ἔργου μου O Πρόκλος για 
τον Ευκλείδη. Σχετικά με το Βοήθιο, n ζωή tov και ta έργα 
TOV είναι ἀρκετά γνωστά ὥστε va χρειάζονται οποιαδήποτε α- 
ναφορά 


Βλέπε τή μετάφραση pov ota Πθικά Νικομάχεια, Βιβλίο 10, 
σελ. 598. 


Όντας σύμφωνος με αὐτό, ο Ἀριστοτέλης παρατηρεί ota Πολι- 


τικά του ότι «ξάν ὑπάρχει ἕνας, ή περισσότεροι από Eva, που 
Ὁπερέχουν κατά πολύ σε ἀρετή, αν καὶ όχι τόσο πολλοί ώστε 
VOL συμπληρώσουν μια πόλη, τέτοιοι που ἡ ἀρετή ή ἡ πολιτική 
δύναμη όλων τῶν Ὀυπόλοιπων va είναι ὑυπερβολικά κατώτερες 


ΕΙΣΑΓΩΓΗ 


για νὰ συγκριθούν με TH δική τους, αν ὑυπήρχαν περισσότεροι 
από ἕνα, ή εάν μόνο ἕνας HE τη δική του (αρετή), αὐτοί δεν Oa 
ἔπρεπε πλέον va θεωρούνται μέρος της πόλης. Διότι θα τοὺς 
αδικούσαμε αν τοὺς τοποθετούσαμξ στο ίδιο επίπεδο μὲ εκεί- 
νοῦς TOV είναι τόσο κατώτεροι από αὐτούς σε ἀρετή καὶ σε 
πολιτική δύναμη: εφόσον είναι πρέπον να θεωρούμε Evav τέ- 
τοιὰ ὡς Θεό ἀνάμεσα στοὺς ανθρώπους. Apa, ο νόμος dev 
είναι για τέτοια πρόσωπα όπως αὐτοί: διότι αὐτοί είναι οι ίδιοι 
νόμος. Και θα ήταν γελοίο για οποιονδήποτε πασχίσει νὰ τους 
θεωρήσει Ὀυποκείμενους στοὺς νόμους». 

22. Ol περισσότεροι αγνοούν ότι είναι ἀαδαείς όσον αφορά τα αἀντι- 
κείμενα TOV για άλλους είναι TA πιο θαυμαστά και πραγματικά: 
αλλά ο κορυφαίος φιλόσοφος αγνοεί ότι είναι ἁδαής όσον αφο- 
pa αντικείμενα ανούσια και ἀσαφή. Η πρώτη ἀάγνοια είναι τὸ 
ἀποτέλεσμα ενός μειονεκτήματος, ἡ δεύτερη μιὰς ὑυπέρβασης 
τῆς γνωστικής ενέργειας. 

23. Ατενίζει δηλαδή εκείνες τις θείες μορφές στη διάνοια του δη- 
μιουργού Tov σύμπαντος, που αποτελούν ὑποδείγματα όλων ό- 
σῶν OL OLPAVOt περιέχουν. 

24. Συγκρίνοντας επομένως τους διανοούμενους με εκείνους TOU α- 
σχολούνται αποκλειστικά με την ἔρευνα τῶν αιἰσθητών πραγμά- 
τῶν, ποῦ τέρπονται μόνο LE αντικείμενα της αἰσθησης και οἱ 
οποίοι οὔτε καν ονειρεύονται ότι αὐτά περισσότερο μοιάζουν 
HE τις πλάνες του ὕπνου παρά LE τις πραγματικότητες της ἀγρυ- 
πνῆς αντίληψης, μπορούμε va ἀαναφωνήσουμε σε Ομηρική 
γλώσσα: 

Η φυλή αυτών τόσο ανώτερη από εκείνων, 
όσο εκείνος που ρίχνει κεραυνό απ' το 
ρυάκι που κυλάει. 
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KE®AAAIO I 


Σχετικά μὲ τὴν προτεραιότητα τῆς Αριθμητικής σε σχέση 
μὲ τοὺς ἄλλους μαθηματικούς κλάδους. 


Αριθμητική πρέπει va διδάσκεται πρώτη από τις μαθη- 

ματικές επιστήμες, διότι ἔχει TH σχέση της πρώτης αἱι- 
τίας και μητέρας προς τις άλλες. Προηγείται όλων τῶν άλ- 
λων, όχι μόνο επειδή ο δημιουργός του σύμπαντος TH χρήησι- 
μοποίησξε ὡς το πρώτο VAGSELYLG της κατανεμημένης νόησης 
του και OVYKPOTHOE όλα TA πράγματα σύμφωνα με τον αριθ- 
HO: αλλά και για ἕναν ἄλλο λόγο. Όποτε εκείνο που είναι 
φύσει προηγούμενο ανατρέπεται, αὐτό που είναι μεταγενέ- 
στερο ανατρέπεται τὴν ίδια MPa αλλά όταν εξαφανίζεται το 
μεταγενέστερο, το προηγούμενο δεν υφίσταται καμία ουσια- 
στική αλλαγή της προγενέστερης κατάστασης Tov. Av επομέ- 
vac εξαλείψεις To ζώο, ἡ φύση Tov ἀνθρώπου αμέσως κατα- 
στρέφεται: εξαλείφοντας όμως τον άνθρωπο, το ζώο Ss Ba 
εξαφανιστεί. Και αντιθέτως, μεταγενέστερα είναι πάντοτε ε- 
κείνα Ta πράγματα που εϊἰσάγουν μαζί τους κάτι άλλο: ενώ 
έχουν προτεραιότητα Ὀυπόστασης εκείνα που, όταν διατυπώ- 
νονται, Ta ίδια δεν εἰσάγουν τίποτε μεταγενέστερης φύσης. 
Έτσι, αν μιλήσεις γιὰ τον άνθρωπο, θα παρουσιάσεις τὴν 
ίδια Mpa το ζώο, εφόσον ο άνθρωπος είναι ένα ζώο. Αλλά 
αν μιλήσεις για το ζώο, ὃς θα παρουσιάσεις THV ίδια Mpa το 
εἶδος ἀάνθρωπος: διότι το ζώο Sev είναι ίδιο με Tov ἀνθρῶπο. 
Το ίδιο πράγμα φαίνεται va συμβαίνει με TH γεωμετρία και 
τὴν ἀριθμητική. Av δηλαδή αφαιρέσουμε τους αριθμούς, πώς 
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θα υφίσταται TO τρίγωνο TO τετράγωνο, ἤ οτιδήποτε GAAO 
είναι το υποκείμενο της γεωμετρίας; Όλα ορίζονται με αριθ- 
μούς. Ενώ, αν αφαιρέσεις TO τρίγωνο και TO τετράγωνο, και 
ολόκληρη ἡ γεωμετρία ανατραπεί, το τρία και το τέσσερα, 
καὶ οἱ δπωνυμίες τῶν άλλων αριθμών δε Ba πάψουν να υφί- 
στανται. Όταν γίνεται ἀναφορά σε οποιοδήποτε γεωμετρικό 
σχήμα, ὃε συνδέεται την ίδια Opa μὲ κάποια αριθμητική ο- 
νομασία; Otav όμως αναφέρονται αριθμοί, dev παρουσιάζε- 
ται ταυτόχρονα γεωμετρικό σχήμα. 

Ομοίως ἡ προτεραιότητα τῶν αριθμών σε σχέση LE TH 
μουσική καταδεικνύεται ιδιαίτερα, επειδή όχι μόνο τα ίδια 
τὰ πράγματα TOV υφίστανται αφ' εαυτού τοῦς είναι EK 
φύσεως προηγούμενα από εκείνα που αναφέρονται σε κάτι 
ἄλλο: αλλά ἡ ίδια ἡ μουσική μετατόνιση αποτυπώνεται μὲ 
αριθμητικές επωνυμίες. Συμβαίνει δηλαδή το ίδιο πράγμα 
που ἔχει ήδη αναφερθεί για τη γεωμετρία. Γιατί ot ovpgo- 
νίες δια τεσσάρων, δια πέντε καὶ δια πασών᾽ ονομάζονται 
ue βάση τα προγενέστερα ονόματα τῶν αριθμών. Ομοίως η 
αναλογία τῶν ήχων μεταξύ τοὺς ανακαλύπτεται μόνο με α- 
ριθμούς. Γιατί ο ήχος που ὑπάρχει στὴ δια πασών συμφωνία 
εκφράζεται pe το λόγο δύο. Η συμφωνία δια τεσσάρων πε- 
ριέχει το λόγο 4 προς 3. Και αὐτό που αποκαλείται συμφω- 
via δια πέντε συνδέεται από το λόγο 3 προς 2. Αὐτό που LE 
αριθμούς sivat επόγδοο είναι om μουσική ἕνας τόνος. Ev 
ολίγοις, ἡ προτεραιότητα της αριθμητικής σε σχέση LE TH 
μουσική θα αποδειχθεί ἀαναμφίβολα στην πορεία της πα- 
ρούσας μελέτης. Αλλά εφόσον ἡ γεωμετρία καὶ ἡ μουσική 
είναι προηγούμενες τῆς ἀστρονομίας, τότε συνάγεται ότι H 
αστρονομία είναι σε μεγαλύτερο βαθμό μεταγενέστερη τῆς 
αριθμητικής. Διότι σε αὐτή την επιστήμη, ο κύκλος, ἡ σφαί- 
pa, το κέντρο, οι παράλληλοι κύκλοι καὶ οἱ άξονες εξετάζο- 
νται όλα σε σχέση με TH γεωμετρία. Ἐπίσης, ἡ ανώτερη 
δύναμη της γεωμετρίας ἀποδεικνύεται από το ότι κάθε κίνη- 
On METAL της ακινησίας και κάθε σταθερότητα προηγείται 
πάντοτε εκ φύσεως τῆς κινητικότητας. Αλλά ἡ αστρονομία 
είναι 1 θεωρία τῶν κινητών ενώ ἡ γεωμετρία τῶν ακίνητων 
φύσεων. Ὁμοίως ἡ κίνηση τῶν ἄστρων υμνξείται ὡς ODVO- 
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δευόμενη από αρμονικές μετατονίσεις. And αὐτό επίσης 
φαίνεται ότι ἡ δύναμη της μουσικής προηγείται o€ ἀαρχαιότη- 
τὰ τῆς πορεξίας τῶν ἄστρων. Και dev μπορεί va αμφισβητη- 
Osi ότι ἡ αριθμητική εκ φύσεως υπερέχει της ἀστρονομίας, 
εφόσον φαίνεται ότι εἶναι ἀρχαιότερη από TH γεωμετρία και 
τῇ μουσική που προηγούνται της ἀστρονομίας. Διότι μὲ α- 
ριθμούς σημεξιώνουμε την ανατολή Kal TH δύση τῶν άστρῶν, 
τὴν ταχύτητα καὶ TH βραδύτητα τῶν πλανητών, τις εκλείψεις 
και πολυάριθμες μεταβολές της σελήνης. 


KE®AAAIO II 


Σχετικά μὲ TOV ορισμό tov αριθμού Kat τῆς μονάδας. 


O Θαλής᾽ ὀρισε τον αριθμό σύμφωνα προς το δόγμα τῶν 
Αἰγυπτίων από τοὺς οποίους διδάχθηκε ὡς άθροισμα μονά- 
δῶν. Αλλά ο Πυθαγόρας τον ὀρισε ὡς τὴν επέκταση και ε- 
νέργεια τῶν σπερματικών λόγων που περιέχονται στη μονά- 
δα. H άλλως, ὡς εκείνο το οποίο, προηγούμενο όλων τῶν 
πραγμάτων, υφίσταται στη θεία διάνοια, με το οποίο OAG τὰ 
πράγματα διευθετήθηκαν και παραμένουν σε μιὰ αδιάρρη- 
κτη τάξη. Άλλοι όμως από τους μαθητές του τον ὀρισαν ὡς 
πρόοδο από τη μονάδα LE το δικό της μέγεθος. Και ο Εὐδο- 
ἕος ο Πυθαγόρειος λέει ότι αριθμός είναι ορισμένο πλήθος, 
διακρίνοντας το είἰδος από το γένος. O1 μαθητές του Ἵππα- 
σου, που ονομάζονταν Ακουσματικοί, ἔλεγαν Ott αριθμός εἰ- 
ναι το πρώτο ὑπόδειγμα συγκρότησης του κόσμου και ότι εἰ- 
ναι το όργανο κρίσης του θεού, που είναι ο δημιουργός του 
σύμπαντος. Ο ὃς Φιλόλαος λέει ότι ο αριθμός είναι oO πιο 
εξαίρετος και αὐτογενής δεσμός της αιώνιας διάρκειας τῶν 
εγκόσμιων φύσεων. 

Η μονάδα αποτελεί το ελάχιστο μιὰς aovveyovs ποσότη- 
τας, ἤ το πρώτο και κοινό μέρος avTIs, ή ἡ ἀρχή της. Σύμ- 
φῶνα LE TO Θυμαρίδα, είναι ἡ περιορισμένη ποσότητα εφό- 
σον ἡ ἀρχή και το τέλος κάθε πράγματος καλείται Opto. Le 
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κάποια πράγματα όμως, όπως στον κύκλο και TH σφαίρα, ό- 
plo καλείται το μέσο. Ol μεταγενέστεροι ορίζουν tH μονάδα 
ὡς εκείνο σύμφωνα προς το οποίο κάθε πράγμα που υπάρ- 
χει ονομάζεται éva’. Στον ορισμό όμως αυτό χρειάζεται va 
προστεθούν οι λέξεις «καθ' οιονδήποτε τρόπο συγκεντρωμέ- 
vo και av είναι». Ot οπαδοί του Χρυσίππου ισχυρίζονται α- 
σαφώς ότι ἡ μονάδα είναι ένα πλήθος, εφόσον αὐτή μονάχα 
αντιτίθεται στο πλήθος. Και κάποιοι από τους Πυθαγόρειους 
ἔλεγαν ότι ἡ μονάδα εἰναι TO ὀόριο του αριθμού και τῶν με- 
ρών διότι από αὐτήν, ὀπῶς από Eva σπόρο και μια αιώνια 
ρίζα, ot λόγοι αὐξάνονται και μειώνονται αντιστρόφως: κά- 
ποῖοι μειώνονται επ' άπειρον, διαιρούμενοι πάντοτε μὲ ἕνα 
μεγαλύτερο αριθμό: άλλοι, αυξανόμενοι επ' άπειρον, μεγε- 
θύνονται πάλι. Ομοίως, κάποιοι ἔχουν ορίσει TH μονάδα ὡς 
εἶδος slo@v, επειδή εμπεριέχει εν δυνάμει (δηλ. αἰτιωδώς) 
όλες τις αιτίες που ὈὉπάρχουν στον αριθμό. Ἐξετάζεται δὲ 
κατ' αὐτόν τον τρόπο, επειδή είναι πλήρες το ὈὉπόλοιπο TOD 
λόγου προς τον εαυτό της: ὀπῶς το ίδιο συμβαίνει και με 
άλλα τέτοια πράγματα που VAAPYOVV μέσῳ της μονάδας. 


Η μονάδα᾽ επομένως είναι ἡ ἀρχή καὶ To στοιχείο τῶν 
αριθμών, ἡ οποία, ενώ το πλήθος ελαττώνεται με τὴν αφαί- 
ρδση, otepsitat ἡ ίδια κάθε αριθμού και παραμένει σταθερή 
και ἀμετάβλητη: εφόσον δεν είναι δυνατόν ἡ διαίρεση va 
προχωρήσει πέραν της μονάδας. Edv διαιρέσουμξ το ἕνα, το 
οποίο εἰναι ota αἰσθητά σε μέρη, πάλι το ἕνα γίνεται πλή- 
θος και πολλά: καὶ LE ἀαφαίρεση καθενός από Ta μέρη, κα- 
ταλήγουμε στο ένα. Av πάλι διαιρέσουμε αὐτό TO Eva σε μέ- 
py, Ta μέρη θα γίνουν πλήθος: και με ἀαφαίρεση (πάλι) καθε- 
νός από Ta μέρη, θα φτάσουμε τελικά στην ενότητα. Ἔτσι 
@ote το ένα καθώς είναι ένα, είναι ἀμέριστο Kat αδιαίρετο. 
Διότι, πράγματι, όταν ένας άλλος αριθμός διαιρεθεί, μειώνε- 
ται και διαιρείται σε μέρη μικρότερα του εαυτού του. Ta 
παράδειγμα, το 6 μπορξί va διαιρεθεί σε 3 Kat 3, ή o€ 4 και 
2, ή σε 5 και 1. Αλλά το ένα ota αἰσθητά, αν ὀντῶς διαιρε- 
θεί, ὡς σώμα μειώνεται KOL HE τον καταμερισμό διαιρείται 
σε μέρη μικρότερα του εαυτού του, αλλά ὡς αριθμός αὐυξά- 
νεται διότι αντί του ενός γίνεται πολλά. Apa σύμφωνα με 
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αὐτό το ένα εἰναι adtaipeto. Διότι τίποτε (ota αἰσθητά) το 
οποίο διαιρείται, δε διαιρείται σε μέρη μεγαλύτερα από τον 
εαυτό του αλλά εκείνο που διαιρείται os μέρη μεγαλύτερα 
από το σύνολο, και σξ μέρη ίσα προς το σύνολο, διαιρείται 
ὡς αριθμός. Έτσι, εάν το éva το οποίο ὑπάρχει στα αἰσθητά, 
διαιρεθεί σε &€t μέρη toa προς το σύνολο, ὡς αριθμός πράγ- 
ματι θα διαιρεθεί σε ίσα προς το σύνολο, δηλαδή σε 1, 1, 1, 
1, 1, 1 kat exions σε μέρη μεγαλύτερα του συνόλου, δηλαδή 
σε 4 και 2: διότι 4 και 2 εἰναι ὡς αριθμοί μεγαλύτεροι από 
to ένα. Ἔτσι ἡ μονάδα ὡς αριθμός είναι αδιαίρετη. Και α- 
ποκαλείται μονάδα, επειδή παραμένει ἀμετάβλητη και dev 
παρεκκλίνει από TH φύση της: διότι όποτε ἡ μονάδα πολλα- 
πλασιάζεται ME τον εαυτό της, παραμένει μονάδα: εφόσον 
μια φορά το ένα είναι ένα: και αν πολλαπλασιάσουμξ TH μο- 
νάδα επ' ἀάπειρον, αὐτή συνεχίζει va είναι ἡ μονάδα. Ἤ ονο- 
μάσθηκε μονάδα, επειδή είναι χωριστή και παραμένει μόνη 
τῆς, χωριστά από το υπόλοιπο πλήθος τῶν αριθμών᾽". 

Egooov επομένως ο αριθμός είναι ο συνδετικός δεσμός 
όλων τῶν πραγμάτων, είναι avayKato να παραμένει OTHV κα- 
τάλληλη οὐυσία του, με μια αιώνια ἀαμετάβλητη ομοιότητα 
ὑπαρξης: Kat va συντίθεται, αλλά όχι από πράγματα διαφο- 
ρετικής φύσης. Γιατί τι θα μπορούσε va συνενώσει τὴν ου- 
σία του αριθμού, εφόσον το ὑπόδειγμα του συνένωσε όλα Ta 
πράγματα. Φαίνεται de va είναι σύνθετος από μόνος του. Τί- 
ποτε όμως δε συντίθεται από όμοια, οὔτε και από πράγματα 
συνδεδεμένα χωρίς αναλογία, ουσιαστικά χωρισμένα το ένα 
από το άλλο. Apa είναι φανερό, εφόσον ο αριθμός εἰναι 
συνδεδεμένος, OTL οὐτε συνενώνεται από ὀμοια, OVTE από 
πράγματα που SE συνενώνονται με κάποια αναλογία. Ἐπομέ- 
VOSG OL πρωταρχικές φύσεις από τις οποίες απαρτίζεται ο α- 
ριθμός είναι ἡ άρτια και ἡ περιττή, Ol οποίες μέσῳ μιὰς κά- 
ποιας θείας δύναμης, μολονότι είναι ανόμοιες και αντίθετες, 
ρέουν από μία πηγή και ενώνονται σε μιὰ σύνθεση και συμ- 
oovia. 
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KE®AAAIO III 


Σχετικά με τὴ διαίρεση τῶν apiOudv Kat τοὺς διάφορους 
ορισμούς τοῦ dptiov καὶ tov περιττού. 


Η πρώτη διαίρεση του αριθμού λοιπόν είναι σε άρτιο και 
περιττό. ΆἌρτιος είναι εκείνος ο ἀριθμός που μπορϑξί να διαι- 
ρεθεί σε δύο toa μέρη, χωρίς την παρέμβαση της μονάδας 
oto ενδιάμεσο. Περιττός είναι εκείνος που dev μπορεί va 
διαιρεθεί σε toa μέρη, χωρίς va παρεμβαίνει στο ενδιάμεσο 
yn μονάδα. Avtot είναι οἱ κοινοί και γνωστοί ορισμοί του ἀρ- 
TLOV καὶ του περιττού. Αλλά ο ορισμός τους σύμφωνα HE τὴν 
πυθαγόρεια διδασκαλία είναι ο ἀκόλουθος: άρτιος αριθμός 
είναι εκείνος που με τὴν ίδια διαίρεση μπορεί va διαιρεθεί 
σε μεγαλύτερο και μικρότερο μεγαλύτερο ὡς προς το διά- 
στημὰ και μικρότερο ὡς προς την ποσότητα, σύμφωνα προς 
τις αντίθετες ροπές avtov τῶν δύο ειδών. Αλλά περιττός α- 
ριθμός είναι εκείνος στον οποίο αὐτό δὲ μπορεί va συμβεί 
Kat ἡ φυσική διαίρεσή tov είναι σε δύο άνισα μέρη. Γιὰ πα- 
ράδειγμα, αν οποιοσδήποτε άρτιος αριθμός διαιρεθεί, δεν υ- 
πάρχει κανένα τμήμα μεγαλύτερο του μισού όσον αφορά το 
διάστημα της διαίρεσης, αλλά όσον αφορά τὴν ποσότητα, 
δεν υπάρχει άλλη διαίρεση μικρότερη από εκείνη σε δύο μέ- 
py. Έτσι, αν ο άρτιος αριθμός ὃ διαιρεθεί σε 4 και 4, δε θα 
υπάρχει καμιά GAAN διαίρεση που va παράγει μεγαλύτερα 
μέρη, δηλαδή στην οποία καὶ ta δύο μέρη va είναι μεγα- 
λύτερα. Επίσης ὃς θα ὑπάρχει καμιά ἄλλη διαίρεση που va 
διαιρεί GAO τον αριθμό σε μικρότερη ποσότητα, διότι δεν υ- 
πάρχει διαίρεση μικρότερη από THV κατάτμηση o€ δύο μέρη. 
Γιατί, όταν ένα όλο διαιρείται σε τρία μέρη, το διάστημα ε- 
λαττώνεται, αλλά ο διαιρέτης avEdvetar’. ὥς ποσό, αρχίζο- 
ντας από ἕναν όρο, επιδέχεται ἀπειρη αὐξηση προόδου, αλ- 
AG ὡς πηλικότητα᾽ μπορεί va ελαττωθεί απεριόριστα᾽ TO α- 
ντίθετο συμβαίνει στη διαίρεση του άρτιου αριθμού, γιατί ε- 
δώ η διαίρεση είναι μεγαλύτερη σε διάστημα, αλλά μικρότα- 
τῇ σε ποσότητα. Με άλλα λόγια, TA μέρη τῆς πηλικότητας 
είναι μεγαλύτερα, αλλά το ποσό είναι το μικρότερο δυνατό. 
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Ομοίως, σύμφωνα προς ἕναν αρχαιότερο τρόπο, ὑπάρχει 
άλλος ένας ορισμός του άρτιου αριθμού, ο ακόλουθος: ἀρ- 
τιος αριθμός είναι εκείνος που μπορεί va διαιρεθεί σε δύο 
toa και σε δύο άνισα μέρη, HE τέτοιο τρόπο που σε καμία 
dtaipeon, οὔτε ἡ ισότητα θα αναμιχθεί με την ανισότητα, 
οὔτε ἡ ανισότητα HE THV ἰσότητα. Εξαιρείται μόνο ἡ δυάδα, 
ἡ ἀρχή τῆς ισότητας, MOV SEV επιδέχεται άνισο μερισμό, ε- 
πειδή αποτελείται and δύο μονάδες. Tia παράδειγμα, ἕνας 
άρτιος αριθμός όπως το 10 μπορξί va διαιρεθεί oe 5 Kar 5, 
που είναι δύο toa, μπορεί επίσης va διαιρεθεί σε άνισα μέ- 
py, όπος o€ 3 και 7. ἰσχύει ὡστόσο ο εξής όρος, όταν το ένα 
μέρος της διαίρεσης είναι άρτιο, το άλλο επίσης είναι ἀάρτιο. 
Και όταν το ένα μέρος είναι περιττό, το άλλο μέρος είναι 
επίσης περιττό, OTs είναι φανερό στον ίδιο αριθμό 10. Για- 
τί, όταν αυτό χωρίζεται σε 5 Kat 5, ἤ os 3 και 7, και Ta δύο 
μέρη os κάθε διαίρεση είναι περιττά". Αλλά, εάν αὐτός, ή 
οποιοσδήποτε άλλος άρτιος ἀριθμός, διαιρεθεί σε ίσα μέρη, 
όπως το 8 os 4 και 4, και επίσης σε άνισα μέρη, όπως TO 
ίδιο ὃ o€ 5 και 3, στην πρώτη διαίρεση και τὰ δυο μέρη εἰ- 
ναι άρτια, ενώ στη δεύτερη είναι περιττά. Ούτε είναι ποτέ 
δυνατόν το ἕνα μέρος της διαίρεσης va είναι άρτιο καὶ TO 
άλλο περιττό, οὔτε TO ένα περιττό καὶ TO άλλο άρτιο. Ενώ 
περιττός αριθμός είναι εκείνος που σε κάθε διαίρεση διαι- 
psital πάντοτε σε άνισα μέρη, έτσι ώστε πάντοτε va επιδει- 
κνύει και Ta δύο είδη αριθμού. Οὐύτε υφίσταται ποτέ το ένα 
είδος χωρίς το άλλο, αλλά το ένα ανήκει στην ἰσότητα καὶ TO 
άλλο στὴν ανισότητα. Ἔτσι, αν το 7 διαιρεθεί σε 3 Ka 4, ή 
σε 5 kat 2, το ἕνα μέρος είναι ρτιο και το άλλο περιττό. 
Kot to ίδιο πράγμα φαίνεται va συμβαίνει σε όλους τους 
περιττούς αριθμούς. Οὐύτε στη διαίρεση Tov περιττού αριθ- 
μού μπορούν αυτά τα δύο είδη, Ta οποία εκ φύσεως συγκρο- 
τούν τη δύναμη και THV ουσία του αριθμού, va είναι το ένα 
χωρίς το άλλο. Maopst επίσης va ειπωθεί ότι περιττός αριθ- 
μός είναι εκείνος ο οποίος διαφέρει από τον άρτιο κατά TH 
μονάδα, site με αὐξηση site με μείωση. Και ότι άρτιος εἰναι 
εκείνος ο οποίος διαφέρει από τον περιττό κατά TH μονάδα, 
cite με αὐξηση site με μείωση. Γιατί, εάν ἡ μονάδα agatps- 
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Osi ή προστεθεί στον άρτιο αριθμό, γίνεται περιττός- εάν 
πάλι το ίδιο πράγμα γίνει στον περιττό αριθμό, αυτός αμέ- 
σῶς γίνεται Aptos. 

Κάποιοι από τοὺς αρχαίους επίσης εἰπαν ότι ἡ μονάδα 
είναι ο πρώτος από τοῦς περιττούς αριθμούς, διότι ο άρτιος 
αριθμός εἶναι αντίθετος στον περιττό. Και όμως ἡ μονάδα 
είναι site άρτιος site περιττός. Δὲν μπορεί ὡστόσο va είναι 
άρτιος, γιατί dev μπορεί va χωριστεί σε ίσα μέρη, ούτε Ev 
ολίγοις επιδέχεται οποιαδήποτε διαίρεση. Επομένως, n μο- 
vada είναι περιττός. Ἐπίσης, εόν ο άρτιος προστεθεί στον 
άρτιο, το σύνολο γίνεται άρτιο, όμως αν ἡ μονάδα προστεθεί 
σε évav άρτιο αριθμό, παράγει σύνολο περιττό. Apa, ἡ μο- 
νάδα δεν είναι άρτιος, αλλά περιττός. O Αριστοτέλης, όμως, 
στὴν πραγματεία Περί τῶν Πυθαγορείων παρατηρεί ότι το 
ένα ή μονάδα συμμετέχει και στις δύο αὐτές φύσεις, εφόσον 
προστιθέμενη στον περιττό παράγει τον άρτιο, ενώ προστι- 
θέμενη στον άρτιο παράγει τον περιττό: πράγμα που δὲ Va 
ἤταν δυνατό va προκαλέσει, εάν δὲ συμμετείχε Kat otic δύο 
αὐτές φύσεις. Tia τούτο το ένα καλείται αρτιοπέρισσο. O 
Αρχύτας επίσης είναι της ίδιας άποψης. Η μονάδα επομένως 
είναι ἡ πρώτη ιδέα Tov περιττού αριθμού, ακριβώς όπως οι 
Πυθαγόρειοι αποδίδουν τον περιττό αριθμό σε εκείνο που 
είναι ορισμένο και τακτικό μέσα στον κόσμο. H αόριστη 
δυάδα είναι ἡ πρώτη ιδέα του Aptiov αριθμού: Kat για αὐτό 
ot Πυθαγόρειοι αποδίδουν τον άρτιο αριθμό os εκείνο που 
είναι αόριστο, άγνωστο καὶ ἄμετρο στον κόσμο. Ἐπίσης, ἢ 
δυάδα καλείται αόριστη, επειδή δὲν είναι ορισμένη όπως εἰ- 
ναι ἡ μονάδα. Ot όροι όμως που ακολουθούν, σε συνεχή σει- 
pa από τη μονάδα, αὐξάνονται κατά μια ton προσθήκη, ε- 
πειδή καθένας τους ὑπερβαίνει τον προηγούμενο αριθμό κα- 
τά TH μονάδα. Και καθώς αὐξάνονται, ot λόγοι του ενός 
προς τον άλλο φθίνουν. Eto1, στους αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
0 λόγος του 2 προς το | Eivat δύο, αλλά του 3 προς το 2 
είναι ημιόλιος᾽, του 4 προς το 3 είναι επίτριτος, του 5 προς 
to 4 επιτέταρτος, tov 6 προς το 5 επίπεμπτος. O τελευταίος 
όμως λόγος είναι μικρότερος από τον επιτέταρτο, ο επιτέ- 
ταρτος από τον επίτριτο, ο επίτριτος από τον ημιόλιο, KOLO 
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ημιόλιος από TO λόγο δύο. Και το ίδιο συμβαίνει στους υπό- 
λοιπους αριθμούς. Ἐπίσης, ot περιττοί και οι άρτιοι αριθμοί, 
όταν παρατηρούνται σχετικά LE TH μονάδα, ακολουθούν δια- 
δοχικά οι μὲν τοὺς ds”. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο IV 


Σχετικά μὲ τὴν ὑπεροχή τῆς μονάδας. 


Κάθε αριθμός είναι το μισό του αθροίσματος τῶν δύο α- 
ριθμών που τον περιβάλλουν σε μια φυσική ακολουθία Ο- 
μοίως, είναι TO μισό του αθροίσματος τῶν αριθμών ποῦ περι- 
βάλλουν αὐτούς τους δύο᾽ κι ἀκόμη το μισό του αθροίσματος 
τῶν αριθμών που περιβάλλουν αυτούς τοὺς τελευταίους δύο, 
και οὕτω καθεξής, ἕως ότου ἡ πρόοδος σταματήσει OTH μο- 
vada. Tia παράδειγμα, ο αριθμός 5 βρίσκεται ἀνάμεσα 
στοὺς αριθμούς 6 και 4, 0 πρώτος βρίσκεται εμπρός και O 
τελευταίος πίσω του. Αὐτοί επομένως, αν προστεθούν, δί- 
νοῦν άἀθροισμα 10, του οποίου το μισό είναι 5. Και οι αριθ- 
μοί που βρίσκονται μπροστά και πίσω από το 6 Kat το 4, 
είναι το 3 και το 7. Και αυτών επίσης το ήμισυ του αθροί- 
σματος είναι 5. Και πάλι, το ἀθροισμα τῶν αριθμών που βρί- 
σκονται ἐμπρός και πίσω από το 3 Kal το 7, είναι ομοίως TO 
διπλάσιο του δ’ γιατί αὐτοί είναι το 8 καὶ το 2. Kat το ίδιο 
θα συμβαίνει σε όλους τους αριθμούς σε μια φυσική AKOAOD- 
θία, μέχρι να φθάσουμε στο όριο της μονάδας. Διότι μόνο ἡ 
μονάδα ὃς βρίσκεται ἀνάμεσα σε δύο ὀροῦυς, και για αὐτό 
είναι TO μισό μονάχα εκείνου του αριθμού που ἔπεται αυτής. 
Έτσι, είναι φανερό ότι ἡ μονάδα είναι ο πρώτος από όλους 
τους αριθμούς σε μία φυσική ακολουθία και OTL επάξια ανα- 
γνωρίζεται ὡς πηγή κάθε πλήθους, ανεξάρτητα από το πόσο 
εκτείνεται. 
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KE®AAAIO V 


H διαίρεση tov dptiov αριθμού. Lyetikd με 
TOV αρτιάκις dptio αριθμό καὶ τις ιδιότητες Tov. 


Όσον αφορά τους άρτιους αριθμούς, ὑπάρχουν τρία εἰδη. 
Στο πρώτο, είἰδος ανήκει ο ἀριθμός που ονομάζεται αρτιάκις 
ἄρτιος, στο δεύτερο αὐτός που ονομάζεται αρτιοπέρισσος 
καὶ στο τρίτο ο περισσάρτιος. Και ta είδη που είναι πραγμα- 
TUG αντίθετα και κατέχουν TA άκρα, είναι ο APTIAKIG άρτιος 
και ο ἀρτιοπέρισσος. Ενώ to eidocg που αποτελεί ένα σταθε- 
pO μέσον και συμμετέχει στο καθένα από τα άκρα, είναι oO 
αριθμός που ονομάζεται περισσάρτιος. 

Αρτιάκις άρτιος είναι o ἀριθμός που μπορεί va διαιρεθεί 
σε δύο toa μέρη και καθένα από αυτά μπορεί να διαιρεθεί 
os δύο άλλα toa μέρη, από τα οποία καθένα μπορεί va διαι- 
ρεθεί με ὀμοιο τρόπο και ἡ διαίρεση μπορεί va συνεχισθεί 
μέχρι να σταματήσει με φυσικό τρόπο στην αδιαίρετη μονά- 
δα. Δηλαδή, ο αριθμός 64 ἐχει για μισό του το 32, αλλά το 
μισό αυτού είναι το 16, το μισό του 16 είναι το 8, tov 8 το 4, 
tov 4 to 2 καὶ το μισό Tov 2 είναι TO 1, TO οποίο εκ φύσεως 
δεν επιδέχεται διαίρεση. 

Στον αριθμό αὐτό συμβαίνει οποιοδήποτε μέρος του νὰ 
είναι ἀρτιάκις άρτιος KHL στὴν ονομασία και στὴν ποσότητα. 
Και φαίνεται ότι αυτός ο αριθμός ονομάστηκε αρτιάκις ἀρ- 
τιος, δπειδή όλα τὰ μέρη τοῦ είναι αρτιάκις άρτιοι καὶ στο 
όνομα και στὴν ποσότητα. Στὴ συνέχεια θα δείξουμε πώς 
αὐτός ο αριθμός ἔχει άρτια μέρη καὶ στην ποσότητα Kat 
στην ονομασία. 

Η γένεση δε αυτών τῶν αριθμών είναι ἡ ακόλουθη: όλοι 
ot ἀριθμοί σε αναλογία δύο προς ένα, αρχίζοντας από τη 
μονάδα, θα βρίσκονται πάντοτε va είναι ἀρτιάκις ἀρτιοι’ 
δεν εἰναι δυνατόν αὐτοί va παραχθούν κατά άλλον τρόπο. 
Tia παράδειγμα, οἱ ἀριθμοί σε αναλογία δύο προς ένα από 
τη μονάδα εἰναι: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 και ούτῳ 
καθεξής επ' ἀπειρον. Eivat όλοι τους αρτιάκις άρτιοι καὶ O 
λόγος της προόδου τοὺς είναι δύο προς ἕνα. 
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Είναι αξιοσημείωτο στὴν ακολουθία αυτή ότι εάν o αριθ- 
μός τῶν όρωῶν είναι άρτιος, οἱ δύο μέσοι όροι αντιστοιχούν ο 
ένας στον άλλο, και το ίδιο θα συμβαίνει με τους όρους που 
βρίσκονται δίπλα από αὐτούς, και οὕτω καθεξής μέχρις ότου 
κάθε όρος va συναντηθεί με τους άκρους. Ac πάρουμε, για 
παράδειγμα, μια ακολουθία από αρτιάκις αρτίους αριθμούς, 
από το 1 μέχριτο 128. Στη σειρά αὐτή, ἐπειδή ο αριθμός τῶν 
ὀρῶν είναι άρτιος, dev μπορεί va βρεθεί ένας μέσος. Επομέ- 
νῶς, ὈὉπάρχουν δύο μέσοι, το 8 και το 16, οι οποίοι ἀμοι- 
βαίως αντιστοιχούν ο ἕνας στον άλλο. Γιατί το ὃ είναι το ένα 
δέκατο EKTO του τελευταίου Opov 128 και το 16 είναι το ἕνα 
όγδοο αυτού. Ομοίως, ot όροι δίπλα σε αὐτούς θα βρεθούν 
va αντιστοιχούν ο ἕνας στον άλλο. Γιατί το 32 είναι το ένα 
τέταρτο TOV 128 Kat το 4 είναι TO Eva τριακοστό δεύτερο 
αυτού. Ομοίως, από τοὺς όρους που βρίσκονται μετά από 
αὐτούς, το 64 είναι το ένα δεύτερο του 128 καὶ To 2 είναι TO 
ένα εξηκοστό τέταρτο avtovd επίσης το 128 είναι μία φορά 
to 128, kat to 1 είναι το ένα EKaTOOTO ElKOOTO ὀγδοο TOD 
128. Εάν 6p@s 0 αριθμός τῶν ὀρῶν εἰναι περιττός, μπορεί 
va βρεθεί ένας μονάχα μέσος, εξαιτίας της φύσης του περιτ- 
τού, ο οποίος αντιστοιχεί στον εαὐτό του. Γιατί αν δοθεί η 
ακολουθία: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, θα ὑπάρξει μόνο ἕνας μέ- 
σος, δηλαδή το 8, που εἰναι το ένα όγδοο του 64. Apa μετα- 
τρέπεται στον EAVTO TOD καὶ στὴν ονομασία και στην ποσό- 
τητα. Κατά τον ίδιο τρόπο όπως παραπάνω, ot όροι που βρί- 
σκονται μπροστά και πίσω από το 8, παρέχουν ο ἕνας στον 
άλλο αμοιβαίες ονομασίες σύμφωνα προς TH σωστή τοὺς πο- 
σότητα. Διότι το 4 είναι το ένα δέκατο EKTO του 64 και το 16 
είναι ένα το τέταρτο αὐτού. Ομοίως, το 32 είναι το ένα 
δεύτερο του 64 και το 2 είναι το ένα τριακοστό δεύτερο αυ- 
τού. To 1 επίσης είναι to ένα εξηκοστό τέταρτο του 64 και 
to 64 είναι μία φορά το 64. Έτσι, καθώς éyoupe πει, όλα Ta 
μέρη αυτής της σειράς βρίσκονται va είναι αρτιάκις άρτιοι 
και στὴν ονομασία και στὴν ποσότητα. 

Είναι επίσης αξιοθαύμαστο ότι για οποιονδήποτε αριθμό 
όρων στὴν ακολουθία αὐτή, το άθροισμα όλων τῶν ὀρῶν ε- 
κτός TOV τελευταίου LOOUTAL με τον τελευταίο όρο μείον ένα. 
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Otav o αριθμός τῶν ὀρῶν sivat 3, το άθροισμα tov 1 καὶ 2 
είναι ο 3, ο οποίος είναι 4 μείον 1. Le τέσσερις όρους, ο- 
μοίως, το ἄθροισμα tov 1, tov 2 και tov 4 είναι ο 7, ο ο- 
ποίος είναι ὃ μείον 1. Le πέντε ὀρους 1+2+4+8=15, που 
είναι μειωμένος κατά 1 από τον 16: και οὕτω καθεξής για 
οποιονδήποτε άλλο ορισμένο αριθμό όρων. ἘΕπίσης, ο πρώ- 
τος ἀπόγονος τῶν αριθμών διατηρεί και φυλάσσει αὐτή τὴν 
ιδιότητα διότι ἡ μονάδα είναι μικρότερη από τον επόμενο 
αριθμό 2 κατά μια μονάδα μονάχα. Συνεπώς, δεν είναι κα- 
θόλου ἀξιο απορίας ότι To άθροισμα τῶν άλλων όὄρων θα 
συμφωνούσε με τὴν αρμόζουσα apy τους΄.. 

Ομοίως θα ανακαλύψουμε OTL ἡ συμβολή αυτής της ιδιό- 
τῆητας στὴν εξακρίβωση εκείνων τῶν αριθμών που ονομάζο- 
νται ὑυπερτελείς, ελλιπείς καὶ τέλειοι, είναι ιδιαίτερα σημα- 
ντική. 

Δεν πρέπει επίσης va αποσιωπηθεί ότι σε τούτη την ακο- 
λουθία, όταν ο αριθμός τῶν Opwv είναι APTOS, το ὑπό τῶν 
ἄκρων ὀρῶν οριζόμενο ορθογώνιο είναι too με το ορθογώ- 
νιο που ορίζεται από τοὺς δύο μέσους" Kal τούτο γιατί όταν 
ῃ ἀκολουθία αποτελείται από άρτιο αριθμό όρων, ot μέσοι 
είναι δύο. Ltn διάταξη τῶν αρτιάκις ἁρτιων αριθμών στην 
οποία τελευταίος όρος είναι to 128, ot δύο μέσοι είναι το 8 
καὶ το 16, που όταν πολλαπλασιαστούν μεταξύ τους παρά- 
γοῦν to 128, που ισούται pe 1 x 128. Ομοίως, αριθμοί που 
βρίσκονται δίπλα στοὺς μέσους, εόν πολλαπλασιαστούν, θα 
παράγουν tov ίδιο αριθμό. Διότι 4x 32 ισούται με 1 x 128. 
Ἐάν ὀμῶὼς ο αριθμός τῶν όρων εἰναι περιττός, ὑπάρχει μόνο 
ένας μέσος όρος, ο οποίος πολλαπλασιαζόμενος με τον εαυ- 
τό του θα ισούται με το γινόμενο τῶν δύο άκρων. Στὴν ακο- 
λουθία λοιπόν τῶν OP@V στὴν οποία άκρος είναι το 64, ένας 
μονάχα μέσος Opos βρίσκεται, και αὐτός είναι το 8, το οποίο 
πολλαπλασιαζόμενο PE τον εαυτό TOD ισούται με το | x 64. 
Ἐπίσης, ot όροι που βρίσκονται δίπλα από αὐτόν το μέσο, 
θα δώσουν, όταν πολλαπλασιαστούν μεταξύ τοῦς, το ίδιο γι- 
νόμενο, δηλαδή 4x16 = 64. Ἐπίσης, το 32 πολλαπλασιαζόμε- 
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vo pe το 2, και to | πολλαπλασιαζόμενο μὲ το 64, παράγουν 
tov idto αριθμό χωρίς καμία διαφοροποίηση. 


KE®AAAIO VI 


Σχετικά ME TOV αρτιοπέρισσο αριθμό 
καὶ τις ἰδιότητες Tov. 


Αρτιοπέρισσος αριθμός εἶναι αὐτός που πραγματικά δια- 
θέτει ο ίδιος TH φύση και THV ουσία της τσότητας, αλλά αντι- 
τίθεται στή φύση του αρτιάκις ἁρτιου αριθμού με μια αντίθε- 
τη διαίρεση. Γιατί θα αποδειχθεί ότι αυτός διαιρείται κατά 
έναν πολύ ανόμοιο τρόπο. Ἐπειδή είναι άρτιος, διαιρείται 
σε ίσα μέρη, αλλά Ta μέρη Tov καθίστανται αδιαίρετα. Τέ- 
τοῖοι είναι οι ἀριθμοί 6, 10, 14, 18, 22 και άλλοι ὀμοιοι προς 
αὐτούς. Διαιρώντας αὐτούς τους αριθμούς σε ίσα μέρη αμέ- 
σῶς σταματάμε εξαιτίας του περιττού αριθμού mov δὲν μπο- 
pet να διαιρεθεί toopEepac. 

Αλλά στοὺς αριθμούς αὐτούς ισχύει ότι GAG τα μέρη τους 
ἔχουν ονομασίες αντίθετες προς τις ποσότητες TOV περιέ- 
χουν. Δεν είναι ποτέ δυνατό, οποιοδήποτε μέρος ενός αρτιο- 
πέρισσου αριθμού va αποκτήσει ονομασία και ποσότητα του 
ίδιου είδους. Διότι, πάντοτε, αν ἡ ονομασία είναι άρτια, η 
ποσότητα Tov μέρους θα είναι περιττή. Tia παράδειγμα, to 
μισό του 18 είναι το 9, το οποίο είναι περιττό στην ποσότη- 
τα, αλλά ἄρτιο στην ονομασία, εφόσον είναι το μισό. Αντίθε- 
τὰ TO ένα τρίτο του 18, που είναι μιὰ μη άρτια ονομασία, 
είναι το 6, το οποίο είναι άρτιος σε ποσότητα. Και πάλι, κα- 
τά αντιστροφή, TO Eva ἔέκτο του 18, που είναι άρτια ονομα- 
σία, είναι το 3, που είναι όμως περιττό στην ποσότητα. Και 
TO ἕνατο μέρος, TOV είναι μη άρτια ονομασία, είναι To 2, 
που είναι άρτιος αριθμός. Το ίδιο θα βρεθεί va ισχύει σε 
όλους τους άλλους αρτιοπέρισσους αριθμούς. Ούτε είναι πο- 
τέ δυνατό το όνομα και ο ἀριθμός οποιουδήποτε μέρους va 
είναι του ίδιου sidove. 
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Ou αριθμοί αὐτοί παράγονται θέτοντας από TH μονάδα ό- 
λους τους αριθμούς που διαφέρουν ο ένας από τον άλλο κα- 
τά 2, δηλαδή όλους τους περιττούς αριθμούς σε μια φυσική 
ακολουθία. Ἐάν καθένας από αυτούς πολλαπλασιαστεί με TO 
2, θα παραχθούν όλοι οι αρτιοπέρισσοι αριθμοί. Acs πάρου- 
μ8β λοιπόν τους ακόλουθους περιττούς αριθμούς αρχίζοντας 
από τη μονάδα, σε pla φυσική τάξη, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 
17, 19. Avtoi, αν καθένας από αὐτούς πολλαπλασιαστεί με 
το 2, θα σχηματίσουν την ακολουθία 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 
30, 34, 38. Καθένας από αυτούς, αν διαιρεθεί, θα δεχτεί μία 
μόνο διαίρεση, αποκλείοντας μια δεύτερη διαίρεση λόγω πα- 
ρέμβασης της ανισότητας. 

Ἐπίσης, αὐτοί οι αριθμοί διαφέρουν ο ἕνας από τον άλλο 
κατά 4: αὐτό οφείλεται στον τρόπο γένεσης τους. Εφόσον, ot 
περιττοί αριθμοί, που είναι ἡ βάση αυτών, vaepBaivovv o 
ένας τον άλλο κατά 2: και εφόσον καθένας από αὐτούς πολ- 
λαπλασιάζεται με το 2, αὐξηση είναι το τέσσερα. 

Αὐτά τα είἰδη τῶν αριθμών, οι αρτιάκις άρτιοι και OL αρ- 
τιοπέρισσοι, λέγεται ότι είναι αντίθετα, επειδή στον αρτιο- 
πέρισσο αριθμό, μονάχα ο μεγαλύτερος άκρος επιδέχεται δι- 
αίρεση καὶ ο μικρότερος όρος μόνο σε αὐτόν αποδεσμεύε- 
ται από τη διαίρεση. Επίσης στη μορφή τοῦ αρτιάκις ἁρτιου 
αριθμού, το γινόμενο τῶν άκρων ιτσούὔται LE TO γινόμενο τῶν 
μέσων, αν ο αριθμός TOV όρων είναι άρτιος: αλλά αν ο αριθ- 
OS τῶν ὀρῶν είναι περιττός, το τετράγωνο TOD μέσου ι- 
σούται HE TO γινόμενο τῶν άκρωῶν. Στον αρτιοπέρισσο αριθ- 
HO όμως, av ο αριθμός τῶν ὀρῶν εἰναι περιττός και επομέ- 
νὼς ὑπάρχει ένας μόνο μέσος όρος, αὐτός ο όρος θα εἰναι 
TO μισό του αθροίσματος τῶν dpw@v που βρίσκονται δίπλα 
tov. Θα είναι επίσης, το μισό του αθροίσματος τῶν ὀρῶν 
που βρίσκονται δίπλα σε αὐτούς: Kat ἔτσι θα ἔχει ἡ κατά- 
OTAON, μέχρι τους άκρους όλων τῶν όρων. LInv ακολουθία, 
για παράδειγμα, τῶν αρτιοπέρισσων αριθμών 2, 6, 10, ο μέ- 
σος αριθμός 6 είναι το μισό του 10:2. Av υπάρχουν δύο μέ- 
σοι, το άθροισμα αυτών θα ισούται με το άθροισμα τῶν ό- 
pov που βρίσκονται μπροστά και πίσω από αὐτούς. Έτσι, 
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στην ακολουθία 2, 6, 10, 14, το άθροισμα τῶν μέσων 6+10 
ιτισούται με το 21:14, το άθροισμα τῶν άκρων. 


KE®AAAIO VII 


Σχετικά μὲ Tov περισσάρτιο αριθμό 
καὶ τις ἰδιότητες Tov. 


Ο περισσάρτιος αριθμός συντίθεται από τον αρτιάκις άρ- 
τιο ἀαριθμό και τον αρτιοπέρισσο. Eivar ένα μέσο ἀνάμεσα 
στους δύο. Ο αριθμός αυτός είναι τέτοιος που μπορεί va 
διαιρεθεί σε ίσα μέρη, και καθένα από αὐτά σε άλλα ίσα 
μέρη και μερικές φορές TA τμήματα αὐτών τῶν μερών μπο- 
ρούν και πάλι να διαιρεθούν, αλλά αὐτή ἡ τσομερής διαίρε- 
on δεν καταλήγει ὡς TH μονάδα. Τέτοιοι αριθμοί είναι το 24 
kat το 28. Καθένας από αὐτούς μπορεί va χωριστεί σε δύο 
toa μέρη, το ίδιο και τὰ τμήματα αὐτών, αλλά ἡ διαίρεση 
δεν εκτείνεται μέχρι TH μονάδα. Ἐπειδή λοιπόν αὐτός o a- 
ριθμός επιδέχεται πάνω από μια διαίρεση, μοιάζει με τον 
αρτιάκις άρτιο και ξεχωρίζει από τον αρτιοπέρισσο αριθμό. 
Αλλά επειδή ἡ διαίρεση δὲν προχωρά ὡς τη μονάδα, ἔχει 
σχέση με τον αρτιοπέρισσο και ξεχωρίζει από τον αρτιάκις 
άρτιο αριθμό. 

Συμβαίνει ὡστόσο ο αριθμός τούτος va κατέχει αὐτό που 
kat οἱ δύο προαναφερθέντες αριθμοί δεν ἔχουν, και va πε- 
ριέχει εκείνο που avtoi οι δύο κατέχουν χωριστά. Πραγμα- 
τικά, διαθέτει εκείνο που o1 δύο άλλοι de διαθέτουν διότι 
στον αρτιοπέρισσο αριθμό μόνο ο μεγαλύτερος όρος διαιρεί- 
ται os δύο ίσα μέρη, ενώ αντίθετα στον αρτιάκις άρτιο αριθ- 
HO μονάχα ο μικρότερος όρος δε διαιρείται ισομερώς. Στον 
περισσάρτιο αριθμό εν τούτοις, OTE μόνο ο μεγαλύτερος ό- 
ρος επιδέχεται αὐτή TH διαίρεση, οὔτε μόνο ο μικρότερος TH 
στερείται: διότι και τὰ μέρη διαιρούνται αλλά ἡ διαίρεση δὲ 
φθάνει μέχρι TH μονάδα, επειδή βρίσκεται ἕνας όρος που 
dev μπορεί va διαιρεθεί πριν από αυτή. Επίσης, 0 περισσάρ- 
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τιος αριθμός διαθέτει Exsivo που κατέχουν ξεχωριστά οι δύο 
άλλοι εφόσον σε κάποια μέρη του ἡ ποσότητα συμφωνεί LE 
τὴν ονομασία, και σε αὐτό μοιάζει με τους αρτιάκις ἀάρτιους 
αριθμούς, ενώ άλλα μέρη Tov ονομάζονται αντίθετα προς 
τὴν κατάλληλη ποσότητα τοῦς, και σε αὐτό μοιάζει με TOV 
αρτιοπέρισσο αριθμό. Στον αριθμό 24 ἡ ποσότητα του μέ- 
ρους είναι άρτια, ἔχοντας και άρτια ονομασία. Διότι το ἕνα 
τέταρτο AVTOD είναι το 6, το ένα δεύτερο το 12, το ένα EKTO 
to 4 και το ἕνα δωδέκατο To 2. Αὑυτές οι ονομασίες τῶν με- 
pov δεν αντιτίθεται προς την ἰσότητα της ποσότητας. Αντίθε- 
τὰ Ta μέρη 8, 3 και 1 δεν αντιστοιχούν στην ονομασία LE τις 
ποσότητες διότι το ὃ είναι το ένα τρίτο, το 3 είναι το ένα 
όγδοο καὶ το | είναι το ένα εικοστό τέταρτο μέρος. Στα μέ- 
py avtd όταν οι ονομασίες είναι άρτιες, οι ποσότητες είναι 
περιττές, ενώ όταν οι ποσότητες είναι άρτιες, οἱ ονομασίες 
είναι περιττές. 

Ou αριθμοί αὐτοί παράγονται μὲ τέτοιο τρόπο MOTE νὰ 
προσδιορίζουν την ουσία καὶ TH φύση τοῦς από την ἀρχή της 
γένεσης τοῦς, γιατί αὐτοί είναι οἱ ἀπόγονοι τῶν αρτιάκις ἀρ- 
TLOV καὶ τῶν αρτιοπέρισσων αριθμών. Διότι οι APTLOTEPto- 
σοι παράγονται, καθώς syovpe δείξει, από την ακολουθία 
τῶν περιττών αριθμών KOL OL αρτιάκις άρτιοι από την αὐξη- 
on με βάση την αναλογία δύο προς éva. Ac διατάξουμε λοι- 
TOV ὀλους τους αριθμούς που είναι εκ φύσεως περιττοί στη 
σειρά και από κάτω τους αριθμούς που παράγονται από τὴν 
αὐξηση με βάση την αναλογία δύο προς ἕνα, αρχίζοντας από 
το 4. ὡς εξής: 


3 5 7 9 11 13 15 17 19 κιλπ. 

4 8 16 32 64 128 256 512 1024 κ,.ιλπ. 

Av λοιπόν ο πρώτος αριθμός στη μια σειρά πολλαπλασια- 
στεί με τον πρώτο στην άλλη, δηλαδή εάν το 3 πολλαπλασια- 
στεί με το 4, ή εάν ο ίδιος πρώτος πολλαπλασιαστεί με TO 
δεύτερο αριθμό της δεύτερης σειράς, δηλαδή εάν το 3 πολ- 
λαπλασιαστεί με To 8, ή ο πρώτος μὲ τον τρίτο, δηλαδή το 3 
ue το 16, και οὕτω καθεξής μέχρι τον τελευταίο Gpo ή εάν 
Ο δεύτερος όρος στὴν πρώτη σειρά πολλαπλασιαστεί με TOV 
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πρώτο, ή to δεύτερο, ή τον τρίτο, ἡ με OVO λόγια, με OTOLOV- 
δήποτε OPO oT δεύτερη σειρά ἤ ο τρίτος όρος στην πρώτη 
σειρά με οποιονδήποτε OPO στὴ δεύτερη, καὶ το ίδιο LE TOV 
τέταρτο, τον πέμπτο, κλπ. όρους τῆς πρώτης σειράς, όλοι οι 
αριθμοί που παράγονται κατ' αὐτόν τον τρόπο, θα είναι πε- 
ρισσάρτιο. Δηλαδή 3 x4= 12, 5x4=20, 7Χχ4 --2δ, και οὕτω 
καθεξής. Ἤ πάλι, 3 y 8=24, 5 χὃ - 40, 7x 8=56. Και με τον 
τρόπο αυτό, αν όλοι οι αριθμοί της γεωμετρικής προόδου 
του δύο, πολλαπλασιαστούν με εκείνους TNS πρώτης σειράς, 
θα παράγουν γινόμενα που είναι περισσάρτιοι αριθμοί. 


Είναι επίσης αξιοθαύμαστο σε αὐτό το είδος τῶν αριθ- 
μών ότι εάν ἡ διάταξη και ἡ περιγραφή τοὺς μελετηθούν 
σύμφωνα με το πλάτος τους θα παρουσιαστεί ἡ ιδιότητα τῶν 
αρτιοπέρισσων αριθμών, ενώ ἡ ιδιότητα τῶν αρτιάκις ἀρτιῶν 
θα παρουσιαστεί εάν ἡ διάταξη τους μελετηθεί σύμφωνα με 
TO μήκος τους. Διότι, σύμφωνα με TO πλάτος, οι δύο άκροι 
ισούνται με τους δύο μέσους, ή εάν δεν ὑπάρχει παρά Evac 
μέσος, το διπλάσιο αυτού ισούται με TO άθροισμα τῶν ά- 
Kpov. Αλλά, σύμφωνα με το μήκος, ἡ ιδιότητα του αρτιάκις 
αριθμού θα ανακαλυφθεί: διότι τότε το γινόμενο τῶν ἀκρῶν 
ισούται με εκείνο τῶν δύο μέσων, ή εάν δεν υπάρχει παρά 
ἕνας μέσος, TO τετράγωνο αυτού ισούται HE TO γινόμενο τῶν 
ἄκρων. Η περιγραφή τοὺς όμως, σύμφωνα HE το μήκος και 
TO πλάτος τοῦς, είναι ἡ ακόλουθη. Τα γινόμενα που προ- 
κύπτουν από τον πολλαπλασιασμό τῶν αρτιάκις άρτιων αριθ- 
HOV σξ μια τακτική σειρά με To 3, τοποθετούνται στὴν πρώτη 
σειρά. Τα γινόμενα πάλι που προκύπτουν από τον πολλα- 
πλασιασμό τῶν ίδιων αρτιάκις ἄρτιων αριθμών μὲε το 5, το- 
ποθετούνται στή δεύτερη σειρά. Ἐκείνα που προκύπτουν a- 
πό τον πολλαπλασιασμό με TO 7, τοποθετούνται στὴν τρίτη 
σειρά και ούτω καθεξής. 


3 5 7 9 κιλπ. Περιττοί αριθμοί 
4 8 16 32 κιλπ. Αρτιάκις ἀάρτιοι 
ἀριθμοί 
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Μήκος 
12 24 48 96 
20 40 80 160 
Πλάτος Πλάτος 
28 56 112 224 
36 72 144 288 
Μήκος 


E60, αν πάρουμε στο πλάτος τρεῖς όρους, όπως για πα- 
ράδειγμα τους 12, 20 και 28, το άθροισμα τῶν άκρων εἰναι 
διπλάσιο Tov μέσου ὀρου: διότι 12+28=40. Έτσι επίσης 
20+ 36=56, που toovtat με δύο φορές το 28. Αλλά όπου υ- 
πάρχουν δύο μέσοι το άθροισμα τῶν άκρων θα είναι ίσο με 
το ἀθροισμα τῶν μέσων. “Eto. 12+36=48=20+ 28. Ἐπίσης 
24+72=96=40+ 56: και To ίδιο ἰσχύει για TA ὑπόλοιπα μέρη 
του πλάτους. ALTO όμως συμβαίνει σύμφωνα με TOV TOTO του 
αρτιοπέρισσου αριθμού, στον οποίο, καθώς ήδη παρατηρή- 
σαμε, παρουσιάζεται αὐτή ἡ ιδιότητα. Και πάλι, αν κατευ- 
θύνουμε THV προσοχή μὰς στο μήκος, όπου δύο όροι έχουν 
Eva μέσο, το γινόμενο τῶν AKPWV είναι ίσο HE το τετράγωνο 
του μέσου ή κεντρικού Opov διότι 12 x 48 -- 576 --24 Χ24. Και 
πάλι, 24 x 96 = 2304 = 48 x 48. Αλλά όταν δύο όροι περιλαμβά- 
vovv δύο μέσους, το γινόμενο τῶν άκρων θα ισούται HE TO 
γινόμενο τῶν μέσων. Ἔτσι 12x96= 1152 = 24x48. Και αὐτό 
φανερώνει μίμηση και συγγένεια LE TOV αρτιάκις άρτιο α- 
ριθμό, από την συμμετοχή Tov οποίου ot αριθμοί αὐτοί απο- 
κτούν την ιδιότητα αὐτή. To ίδιο γεγονός ισχύει και για τις 
άλλες σειρές του μήκους. Ὡς εκ τούτου, γίνεται φανερό ότι 
ο περισσάρτιος αριθμός παράγεται από ta δύο προηγούμενα 
είἰδη ἀρτιων αριθμών, διότι διατηρεί ἀαμετάβλητες τις ιδιότη- 
τες τους. 
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KE®AAAIO VIII 


Σχετικά pe tov περιττό apiOud Kat τὴ διαίρεση του. 


Ο περιττός αριθμός διακρίνεται λόγω THS φύσης και τῆς 
ovoias του από τον άρτιο. O τελευταίος μπορεί va χωριστεί 
σε δύο ίσα μέρη, αλλά ο προηγούμενος SE συμμετέχει OF AD- 
τή τὴν ιδιότητα, εξαιτίας της παρέμβασης της μονάδας. Ο 
περιττός αριθμός αντίστοιχα ἔχει τρεῖς υποδιαιρέσεις ἢ 
πρώτη είναι ο αριθμός που ονομάζεται πρώτος Kat ασύνθε- 
τος, ἡ δεύτερη εκείνος που είναι δεύτερος και σύνθετος και 
ἢ τρίτη εκείνος που υφίσταται ὡς μέσο ἀνάμεσα σε αὐτούς 
και φυσικά αντλεί κάτι και από τους δύο λόγω τῆς συγγέ- 
velasg τοῦ με τον καθένα. Αὐυτός είναι από μόνος του, πραγ- 
ματικά, δεύτερος Kat σύνθετος, αλλά σε σχέση με άλλους α- 
ριθμούς βρίσκεται va είναι πρώτος και ἀσύνθετος. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο ΙΧ 


Σχετικά μὲ τὸν πρώτο Kat ασύνθετο αριθμό. 


Πρώτος και ασύνθετος αριθμός είναι εκείνος που δὲν ἕ- 
χει κανένα άλλο μέρος παρά εκείνο που χαρακτηρίζεται and 
TH συνολική ποσότητα Tov ἀαριθμού᾽ ώστε αὐτό το μέρος δεν 
είναι άλλο από τη μονάδα. Τέτοιοι είναι ot αριθμοί 3, 5, 7, 
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. Xe καθένα από τους αριθμούς av- 
τούς, ἑπομένως, κανένα GAAO μέρος δεν μπορεί va βρεθεί, 
εκτός από εκείνο που ονομάζεται από τους ίδιους, και αὐτό, 
καθώς ἐχουμε προηγουμένως παρατηρήσει, είναι μονάχα ἡ 
μονάδα. Διότι, στο 3 ὑπάρχει Eva μόνο μέρος, δηλαδή το ένα 
τρίτο, To οποίο ονομάζεται από το 3, και το éva τρίτο είναι 
yn μονάδα. Κατά τον ίδιο τρόπο, oto 5 ὑπάρχει ένα μόνο μέ- 
ρος, το ένα πέμπτο και αὐτό είναι ἡ μονάδα. Το ίδιο θα βρε- 
θεί va ἰσχύει και στοὺς υπόλοιπους. Αὐτός λοιπόν ο αριθμός 
ονομάζεται πρώτος και ἀσύνθετος, επειδή κανένας άλλος α- 
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ριθμός dev τον μετρά παρά ἡ μονάδα, ἡ οποία είναι ἡ μητέ- 
pa όλων τῶν αριθμών. Αὐυτό οφείλεται στο ότι δεν είναι σύν- 
θετος από κάποιους άλλους αριθμούς, αλλά παράγεται από 
τις μονάδες μονάχα πολλαπλασιασμένες με τοῦς εαυτούς 
τους΄. Δηλαδή τρεῖς φορές το ἕνα είναι τρία, πέντε φορές 
το ένα είναι πέντε, επτά φορές TO Eva είναι επτά, καὶ το ίδιο 
συμβαίνει με τους υπόλοιπους. Αλλά καθώς αὐτοί πολλαπλα- 
σιάζονται με τοὺς εαυτούς τους, παράγουν άλλους αριθμούς 
σαν κι αὐτούς. Διαθέτοντας επίσης pla πρωταρχική ουσία, 
θα αποτελέσουν στοιχεία όλων TOV αριθμών που παράγονται 
από αὐτούς, επειδή είναι ἀασύνθετοι Kat σχηματίζονται ps 
μια απλή γένεση. Όλοι ot προερχόμενοι από αὐτούς αριθμοί 
αναλύονται GE τέτοιους, αλλά οι ίδιοι οὐτε παράγονται από 
άλλους, οὐτε αναλύονται σε άλλους αριθμούς. 


KE®AAAIO Χ 


Σχετικά μὲ to δεύτερο καὶ σύνθετο αριθμό. 


O δεύτερος και σύνθετος αριθμός είναι όντως ο ίδιος πε- 
ριττός, επειδή σχηματίζεται από την ίδια ιδιότητα του περιτ- 
τού αριθμού, αλλά de διατηρεί καμιά πρωταρχική ουσία. Συ- 
ντίθεται από άλλους αριθμούς και ἔχει μέρη που ονομάζο- 
νται και από τον ίδιο και and μια ξένη λέξη. Μόνο ίσως το 
μέρος που αυτοκαθορίζεται, θα βρεθεί πάντοτε στους αριθ- 
μούς αὐτούς va είναι ἡ μονάδα. Αντίθετα ta μέρη που ονο- 
μάζονται από μία ἄλλη λέξη, είναι άλλες φορές πολλά Kat 
άλλες φορές μονάχα ένα. Τέτοιου εἰίδους είναι οι ἀριθμοί 9, 
15, 21, 25, 27, 33, 39. Καθένας από αυτούς επομένως ἔχει 
μέρη που ονομάζονται από τον ίδιο, δηλαδή τις κατάλληλες 
μονάδες. Eto1 το 9 ἔχει το ἕνα Evato, που είναι το 1: to 15 
ἔχει το ἕνα δέκατο πέμπτο μέρος, που επίσης είναι το | και 
ομοίως συμβαίνει στους ὑυπόλοιπους. Αλλά αυτοί έχουν επί- 
ons ἕνα μέρος ονομαζόμενο από μια άλλη λέξη. Ἔτσι to 9 
έχει το ένα τρίτο, που είναι το 3: καὶ το 15 ἔχει το ένα τρίτο, 
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που είναι το 5, καθώς και To ἕνα πέμπτο, το 3. To 21 ἔχει 
ένα τρίτο μέρος, δηλαδή το 7, και ένα έβδομο μέρος, που 
είναι το 3: και ὑπάρχει ἡ ίδιο ἰδιότητα στους υπόλοιπους (α- 
ριθμούς). Όμως ο αριθμός αυτός ονομάζεται δεύτερος, επει- 
δή δε μετράται μονάχα από TH μονάδα, αλλά και από έναν 
άλλο αριθμό μὲ TH σύμπραξη Tov οποίου και σχηματίζεται. 
Οὐτε Kal περιέχει ο ίδιος κάτι από μια πρωταρχική von: 
διότι αυτός γεννιέται από άλλους αριθμούς, ὀπῶς για παρά- 
δειγμα, το 9 από το 3, TO 15 από το 3 και το 5, το 21 από το 
3 και το 7: και οι ὑπόλοιποι TATA τον ίδιο τρόπο. Αλλά ονο- 
μάζεται σύνθετος, επειδή μπορεί va αναλυθεί σε εκείνους 
τους ἀριθμούς από τοῦς οποίους λέγεται ότι συνετέθη, δη- 
λαδή σε εκείνους που μετρούν ένα σύνθετο αριθμό. Τίποτε 
Tov μπορεί va αναλυθεί δεν είναι ασύνθετο, αλλά είναι κατ' 
avayKn σύνθετο. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο ΧΙ 


Σχετικά μὲ εκείνο τὸν αριθμό που είναι από 
μόνος τοῦ δεύτερος καὶ σύνθετος, αλλά σε σχέση 
μὲ évav ἄλλο πρώτος καὶ ασύνθετος. 


Ανάμεσα σε αὐτούς τους αριθμούς, δηλαδή τους πρώτους 
και ἀασύνθετους καὶ τοὺς δεύτερους Kat σύνθετους, καθώς 
διαχωρίζονται μεταξύ τοὺς λόγω φυσικής διαφοροποίησης, 
παρουσιάζεται ἕνας άλλος αριθμός που αφενός είναι πραγ- 
ματικά από μόνος του σύνθετος και δεύτερος και επιδέχεται 
μέτρηση από άλλον -άρα εἰναι ικανός va ἔχει ένα μέρος με 
μια ονομασία ξένη- αφετέρου όταν συγκριθεί με έναν GAAO 
αριθμό avtod tov είδους, δὲ συνδέεται μαζί του με κανένα 
κοινό μέτρο: οὔτε και θα ἔχουν οι αριθμοί αὐτοί ἐπαμφοτε- 
ρίζοντα μέρη. Αριθμοί αυτής της περιγραφής είναι το 9 και 
to 25, γιατί αὐτοί dev ἔχουν κανένα κοινό μέτρο εκτός από 
τῇ μονάδα, ἡ οποία είναι το κοινό μέτρο όλων τῶν αριθμών. 
Αὐτοί επίσης dev ἔχουν ἐπαμφοτερίζοντα μέρη. Γιατί εκείνο 
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που είναι oto 9 to ένα τρίτο dev είναι oto 25: και εκείνο 
Tov είναι oto 25 το ἕνα πέμπτο δεν είναι στο 9. Ἔτσι, οι δυο 
αὐτοί αριθμοί είναι εκ φύσεως δεύτεροι καὶ σύνθετοι, αλλά 
συγκρινόμενοι μεταξύ τοὺς καθίστανται πρώτοι και ασύνθε- 
τοι, επειδή δὲν ἔχουν GAAO μέτρο από TH μονάδα, ἡ οποία 
ορίζεται από τον καθένα τους, δηλαδή το 9 ἐχει το ένα ένα- 
το καὶ το 25 TO EVO εικοστό πέμπτο. 


KE®AAAIO XII 


Σχετικά pe τὴ γένεση tov πρώτων Kat ασύνθετων, 
τῶν δεύτερων καὶ σύνθετων αριθμών καὶ εκείνου 
του αριθμού ποὺ είναι από μόνος του δεύτερος 
καὶ σύνθετος, αλλά σε σχέση με ἕναν dAdo 
πρώτος Kat ασύνθετος. 


Η γένεση όμως καὶ ἡ καταγωγή αὐτών τῶν αριθμών επι- 
τυγχάνεται LE τὴν ἀκόλουθη μέθοδο, που ο Ερατοσθένης ο- 
νόμασε «κόσκινο», γιατί αν όλοι OL περιττοί ἀριθμοί τοποθε- 
τηθούν στο μέσο, με τὴν τεχνική που θα ἀαποκαλύψουμε σύν- 
τομα, θα ξεχωρίσουν ot ἀριθμοί του πρώτου, tov δεύτερου ή 
του τρίτου sidovc. Ac διατάξουμε κατά σειρά όλους τοὺς πε- 
ριττούς αριθμούς από το 3 μέχρι όπου θέλουμε, δηλαδή: 3, 5, 
7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 
41, 43, 45, 47, 49. Eyovtac λοιπόν τοποθετήσει ἔτσι τους α- 
ριθμούς, θα πρέπει va εξετάσουμε ποῖος είναι ο APTOS a- 
ριθμός της σειράς, του οποίου το 3 είναι το μέτρο. Και θα 
βρεθεί ότι αν παραλειφθούν δύο αριθμοί, το 3 θα είναι διαι- 
ρέτης εκείνου του αριθμού που βρίσκεται ἀμέσως μετά από 
αὐτούς, δηλαδή του 9. Ἐπίσης, αν μετά το 9 παραλειφθούν 
δύο άλλοι, θα είναι διαιρέτης του επόμενου αριθμού 15. Και 
πάλι, αν ξεκινώντας από το 15, παραλειφθούν δύο αριθμοί, 
το 3 θα είναι διαιρέτης Tov επόμενου αριθμού 21. Και ἔτσι 
θα διαπιστώνεται επ' άπειρον ότι ο πρώτος αριθμός 3, πα- 
ραλείποντας κάθε φορά δύο αριθμούς, είναι διαιρέτης όλων 
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TOV αριθμών που είναι μετά από αὐτόν, σύμφωνα LE τὴν πο- 
σότητα TNS κανονικής σειράς τῶν περιττών αριθμών. Αλλά 
προκειμένου va βρούμε τους αριθμούς τῶν οποίων το 5, oO 
δεύτερος περιττός αριθμός, είναι διαιρέτης, πρέπει va παρα- 
λειφθούν τέσσερις ὀροι, καὶ ο αριθμός που ακολουθεί αμέ- 
σῶς μετά θα μετρηθεί με to 5, Ἔτσι, παραλείποντας τους 
τέσσερις περιττούς αριθμούς 7, 9, 11, 13, 0 επόμενος όρος 
θα είναι το 15, 0 οποίος μετράται από το 5 σύμφωνα LE τὴν 
ποσότητα TOV πρώτου περιττού αριθμού 3: διότι το ένα πέ- 
unto του 15 είναι το 3. Εάν τώρα, μετά από αὐτόν, παραλει- 
φθούν οι τέσσερις επόμενοι αριθμοί, δηλαδή 17, 19, 21, 23, 
o αριθμός 5 θὰ είναι διαιρέτης Tov επόμενου αριθμού 25. 
Και av μετά από avtov, παραλειφθούν τέσσερις Spot, ἡ ίδια 
σταθερότητα τάξης θα διατηρηθεί, το 5 θα διαιρεί το 35, που 
είναι ο ἑπόμενος αριθμός. Και αυτό είναι μια ἀπειρη διαδι- 
κασία. 

Av πάλι ερευνάται ποιοὺυς αριθμούς διαιρεί ο τρίτος α- 
ριθμός, ἐξι ὀροι πρέπει va παραλειφθούν και ο έβδομος ό- 
ρος στὴν τάξη θα διαιρείται με τον τρίτο δίνοντας πηλίκο 
τὴν ποσότητα Tov πρώτου αριθμού, δηλαδή το τρία. Και μετά 
από την παράλειψη αυτών τῶν ἕξι όρων, ο αριθμός που αμέ- 
σῶς εμφανίζεται, θα διαιρείται με Tov τρίτο αριθμό και θα 
έχει για πηλίκον το δεύτερο αριθμό. Ἔτσι, μετά το 7, παρα- 
λείποντας έξι όρους, ο αριθμός 21 που εμφανίζεται ἀμέσως 
μετά θα διαιρείται με το 3: και μετά το 21, αν παραλειφθούν 
ἕξι όροι, ο ἐεπόμενος αριθμός 35 θα μετράται με TO 7 πέντε 
φορές. Av πάλι παραλειφθούν ἐξι όροι, ο ἀριθμός που εμ- 
φανίζεται μετά, δηλαδή το 49, θα μετράται από το ίδιο το 7 
επτά φορές, TOV είναι ἡ ποσότητα τοῦ τρίτου dpov. Αὐτή ἡ 
καθιερωμένη τάξη θα προχωρήσει ἀανεξάρτητα από τον αριθ- 
HO τῶν διατεταγμένων ὀόρων. Έτσι, αὐτοί θα δεχθούν μιὰ με- 
ταβολή μέτρησης: ακριβώς όπως αὐτοί εἰναι εκ φύσεως πε- 
ριττοί σε μια κανονική σειρά. Αλλά θα διαιρούνται παραλεί- 
TOVTAG όρους σύμφωνα με έναν άρτιο αριθμό, αρχίζοντας με 
μια παράλειψη δύο όρων. Ἐτσι ο πρώτος περιττός αριθμός 
θα είναι διαιρέτης τῶν περιττών αριθμών που ακολουθούν 
μετά από παράλειψη δύο ὀρῶν ο δεύτερος, εκείνων που α- 
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κολουθούν μετά από παράλειψη τεσσάρων ὀρῶν ο τρίτος, 
όταν παραλείπονται él, ο τέταρτος, όταν παραλειφθούν ο- 
κτώ, και ο πέμπτος, όταν παραλείπονται δέκα Opol, θα είναι 
διαιρέτης τῶν αριθμών που ακολουθούν GE κανονική σειρά. 
Το ίδιο συμβαίνει και με τους ὑυπόλοιπους επ' άπειρον. Επί- 
σης, ίδιο θα είναι TO ἀποτέλεσμα, αν οι όροι διπλασιαστούν 
και ἀριθμοί παραλειφθούν σύμφωνα LE το διπλασιασμό. Ἐ- 
Tol, το 3 είναι ο πρώτος όρος και ένα, γιατί κάθε πρώτο κα- 
τέχει TH θέση του ένα. Ἐάν λοιπόν αὐτός πολλαπλασιάσει 
τον αριθμό της θέσης του δύο φορές, θα παράγει δύο φορές 
to ένα. Και αφού δυο φορές το ένα είναι δύο, δύο όροι πρέ- 
πει va παραλειφθούν. Av πάλι ο δεύτερος όρος, ποῦ είναι 
to 5, διπλασιάσει τον αριθμό της θέσης του, θα παράγει το 4 
και τέσσερις όροι πρέπει va παραλειφθούν. Ομοίως, av το 
7, που sivat ο τρίτος όρος, διπλασιάσει τον αριθμό της θέ- 
ons του, θα παράγει το 6: και επομένως ἔξι όροι πρέπει Va 
παραλειφθούν σε μια τακτική σειρά. Ο τέταρτος όρος επί- 
σης, αν διπλασιάσει τον αριθμό της θέσης του, θα παράγει 
to ὃ και οκτώ όροι πρέπει va παραλειφθούν. Το ίδιο Ba 
βρεθεί va συμβαίνει με ὀόλους τους ἄλλους ὀρους. Ol ακο- 
λουθίες εν τούτοις θα δώσουν τον τρόπο μέτρησης σύμφωνα 
μ8 TH σειρά παράθεσης. Δηλαδή ο πρώτος όρος διαιρεί Tov 
πρώτο Opo στον οποίο ἀναφέρεται δίνοντας πηλίκο τον πρώ- 
TO TH τάξει αριθμό, δηλαδή τον EavTO του: αλλά διαιρεί το 
δεύτερο δίνοντας πηλίκο το δεύτερο τη τάξει, τον τρίτο δίνο- 
ντας πηλίκο τον τρίτο: και τον τέταρτο δίνοντας πηλίκο τον 
τέταρτο. Όταν όμως αρχίζει va διαιρεί ο δεύτερος, διαιρεί 
TOV πρώτο στον οποίο AVAMEPETAL δίνοντας πηλίκο τον πρώ- 
TO TH τάξει, αλλά διαιρεί το δεύτερο στον οποίο ἀναφέρεται 
δίνοντας πηλίκο τον εαυτό του, δηλαδή το δεύτερο τη τάξει 
όρο, καὶ τον τρίτο δίνοντας τον τρίτο: Kal το ίδιο καὶ για 
τους υπόλοιπους. Ἔτσι, To 3 διαιρεί το 9 και ἔχει πηλίκο TO 
3, to 15 με πηλίκο to δ: το 2] με πηλίκο το 7, το 27 με πηλί- 
ko το 9, και οὕτω καθεξής. Αλλά το 5 διαιρεί το 15 με πηλί- 
ΚΟ το 3, το 25 μὲ πηλίκο το 5, το 35 με πηλίκο το 7, το 45 με 
πηλίκο το 9, και ομοίως για τους ὑυπόλοιπους. Av επομένως 
κατευθύνουμε την προσοχή μας στοὺς άλλους ὀόρους, είτε σε 
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εκείνους Tov διαιρούν άλλους, sits σε εκείνους TOV οι 16101 
διαιρούνται από άλλους, θα ανακαλύψουμε ότι δεν είναι δυ- 
νατόν va ὑπάρχει ἕνα κοινό μέτρο για όλους, ούτε GAOL αυ- 
τοί, ταυτόχρονα, va διαιρούν κάποιον άλλο αριθμό. Oa φα- 
vet ότι κάποιοι από αὐτούς διαιρούνται μόνο από ἕναν άλλο 
αριθμό- ἀλλοι διαιρούνται από περισσότερους, ενώ κάποιοι 
dev έχουν άλλο μέτρο από TH μονάδα. Ἔτσι, εκείνοι που δὲν 
επιδέχονται GAAO μέτρο εκτός από TH μονάδα, εἰναι OL πρώ- 
τοι και ἀασύνθετοι αριθμοί: αλλά εκείνοι που δέχονται κά- 
ποιῖο άλλο μέτρο εκτός από τη μονάδα, ή διαθέτουν την ονο- 
μασία ενός ξένου μέρους, είναι οι δεύτεροι και σύνθετοι α- 
ριθμοί. 

To τρίτο sid0g Gnas -δηλαδή ο ἀριθμός που είναι από 
μόνος του δεύτερος καὶ σύνθετος, αλλά όταν συγκριθεί με 
évav άλλο, είναι πρώτος Kat ασύνθετος- επιτυγχάνεται με 
τὴν ἀκόλουθη μέθοδο. Ta τετράγωνα τῶν πρώτων και ασύν- 
θετῶν αριθμών, όταν συγκριθούν μεταξύ τους, θα βρεθούν 
va μην έχουν κανένα κοινό μέτρο (δηλαδή διαιρέτη). Ἔτσι, 
TO τετράγωνο Tov 3 είναι TO 9 και TO τετράγωνο τοῦ 5 είναι 
to 25. Avtot λοιπόν dev ἔχουν κανένα κοινό μέτρο. Το τε- 
τράγωνο tov 5 είναι το 25 και tov 7 είναι το 49: και αὐτά 
συγκρινόμενα μεταξύ τοὺς φαίνεται ότι στερούνται κοινού 
μέτρου. Διότι dev ὑπάρχει κανένα κοινό μέτρο αυτών, εκτός 
από TH μονάδα, που είναι ἡ δημιουργός και μητέρα όλων αυ- 
τών. 


KE®AAAIO XIII 


Σχετικά μὲ ty μέθοδο ανακάλυψης του κοινού 
διαιρέτη ἤ τῆς ἔλλειψης tov στοὺς αριθμούς. 


Tia va ανακαλύψουμε ὀμῶὼς εάν τέτοιοι αριθμοί ἔχουν 
άλλο κοινό διαιρέτη εκτός από TH μονάδα, ή εάν καθένας 
από αυτούς διαιρείται μόνο από τη μονάδα, χρησιμοποιούμε 
τὴν ακόλουθη μέθοδο. Δεδομένων δύο άνισων αριθμών, εἰ- 
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ναι ἀπαραίτητο va αφαιρέσουμε TO μικρότερο από TO με- 
γαλύτερο. Εάν το υπόλοιπο είναι ἀκόμη μεγαλύτερο, αφαι- 
ρούμε πάλι από αὐτό το μικρότερο, αλλά αν είναι μικρότε- 
pO, το AMALPODLE από το μεγαλύτερο εναπομείναντα αριθμό. 
Και αὐτό πρέπει να γίνεται μέχρι που ἡ μονάδα τελικά va 
ἐμποδίσει περαιτέρω αφαίρεση, | κάποιος περιττός αριθμός, 
εόν και οι δύο προτεινόμενοι αριθμοί είναι περιττοί. Αὐτός 
ο αριθμός που απομένει, εἶναι ο κοινός διαιρέτης τους. Ac 
πάρουμε, για παράδειγμα, τους αριθμούς 9 και 29, τῶν ο- 
ποίων προτείνεται va διερευνηθεί ο κοινός διαιρέτης. Av α- 
φαιρέσουμξ το μικρότερο από το μεγαλύτερο, θα ἔχουμε υ- 
πόλοιπο το 20. Από αὐτό πάλι αν ἀαφαιρέσουμε το μικρότερο 
θα μας δώσει ὑυπόλοιπο το 11. Από αὐτό πάλι ἀαφαιρούμε το 
9 και μένει υπόλοιπο το 2. Av αφαιρέσουμξ το 2 από το 9 θα 
δώσει υπόλοιπο το 7. Από το 7 av αφαιρέσουμξε το 2 θα α- 
πομείνει 5. Και πάλι, από το 5 αν ἀαφαιρέσουμξε το 2 θα απο- 
μείνει το 3. Παραπέρα, αν το 2 αφαιρεθεί από το 3 θα απο- 
μείνει το 1. Και στην τελευταία θέση, αν το 1 αφαιρεθεί από 
to 2, ἡ agaipson θα τελειώσει στή μονάδα, που θα είναι το 
μόνο μέτρο τῶν δύο αριθμών 9 και 29. Avtoi ot ἀριθμοί επο- 
μένως ονομάζονται, όσον ἀαφορά ο ένας τον άλλο, πρώτοι 
αριθμοί. 

Ac διερευνήσουμε όμως Tov κοινό διαιρέτη δύο άλλων α- 
ριθμών, του 21 Kat του 9, για va διαπιστωθεί τι είδους είναι 
αὐτοί όταν συγκρίνονται μεταξύ τους. Πάλι λοιπόν, από το 
μεγαλύτερο αριθμό 21 αν αφαιρέσουμε το μικρότερο αριθμό 
9, θα ἐχουμξε υπόλοιπο 12. Av τώρα αφαιρέσουμξε το 9 από 
to 12, το υπόλοιπο θα είναι 3. Αλλά αν το 3 αφαιρεθεί από 
το 9, θα δώσει υπόλοιπο το 6: από το οποίο, αν αφαιρεθεί 
to 3, θα δώσει υπόλοιπο το 3. Και από αυτό, δεν μπορεί va 
ἀαφαιρεθεί το 3 έτσι MOTE Va ἀφήσει κάποιο ὑυπόλοιπο. Apa, 
ot ἀριθμοί avtot έχουν κοινό διαιρέτη, που είναι το 3. 

O Ερατοσθένης φαίνεται ότι σωστά ονόμασε αὐτή τὴν ε- 
πινόηση κόσκινο: διότι GE αὐτήν ξεχωρίζουν o1 σύνθετοι από 
τους ασύνθετους αριθμούς, ακριβώς όπως σε ἕνα κόσκινο, 
to καθαρό διαχωρίζεται από το ἀκάθαρτο και TO λεπτό από 
αὐτό που εἰναι πηχτό και παχύ. 


TO KOZKINO TOY EPATOXOENH 


Εδώ to 7 υπολογίζει tov πρώτο αριθμό σύμφωνα με to 3, to δεύτερο σύμφωνα με to 5, tov τρίτο 
σύμφωνα με τον εαυτό tou και to ἴδιο ισχύει γιά ὅλους τους υπόλοιπους. 
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Ἐδώ ο πρῶτος αριθμός υπολογίζεται and to 3 σύμφωνα με tov εαυτό του, ο δεύτερος από to 3 σύμφωνα 


He to 5, ο τρίτος από to 3 σύμφωνα με το 7 K.AN. 
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Φαίνεται πως ο Ἐρατοσθένης πολύ ορθά σποκάλεσε την παραπάνω επινόησή tou κόσκινο. Γιατί ὅπως 
ακριβώς to κόσκινο ξεδιαλέγει to καθαρό and to ακάθαρτο και to λεπτεπίλεπτο and to χονδροειδές, ἔτσι 
ξεχωρίζουν οἱ σύνθετοι and τοὺς ασύνθετους αριθμούς. 
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KE®AAAIO XIV 


Mia dAAn υποδιαίρεση tov dptiov αριθμού σε τέλειο, 
ελλιπή καὶ υπερτέλειο ἠ υὑυπερτελή. 


Μια δεύτερη πυποδιαίρεση τῶν άρτιων αριθμών είναι ἡ α- 
κόλουθη. Κάποιοι είναι υπερτέλειοι και άλλοι είναι ελλιπείς 
ἀνάλογα HWE την EKGOTOTE κατάσταση ανισότητας. Διότι κάθε 
ανισότητα μελετάται μὲ μεγαλύτερους ή μικρότερους ὀροῦς. 
Ou Ὀπυπερτελείς αριθμοί λοιπόν είναι τέτοιοι που λόγω άμε- 
τρης αφθονίας ὑυπερβαίνουν με το πλήθος τῶν μερών τοῦς TH 
μέτρηση της σωστής ποσότητας τους. Αντιθέτως, οι ελλιπείς 
αριθμοί, σαν va πιέζονται από τὴν ἔνδεια, είναι μικρότεροι 
από το άθροισμα τῶν μερών τους. Υπερτέλειοι αριθμοί είναι 
τέτοιοι όπως το 12 Kat To 24: διότι αὐτοί θα βρεθούν να si- 
ναι μεγαλύτεροι από το σύνολο τῶν μερών τους. Δηλαδή, TO 
μισό του 12 είναι το 6’ το ένα τρίτο είναι το 4: το ἕνα τέταρ- 
to είναι το 3: to ένα ἔέκτο είναι το 2: και To ένα δωδέκατο 
είναι το 1. Και το άθροισμα όλων αυτών τῶν μερών εἰναι TO 
16, το οποίο ὑπερβαίνει το πλήθος της συνολικής ποσότητας. 
Ομοίως, του αριθμού 24 το μισό είναι το 12 το ένα τρίτο 
είναι το 8- το ένα τέταρτο TO 6: το ένα EKTO το 4: TO ἕνα 
ὀγδοο το 3: το ένα δωδέκατο το 2: καὶ TO EVO ELKOOTO τέταρ- 
to To |: το άθροισμα όλων αυτών εἰναι το 36. Eivat φανερό 
καὶ σε αὐτό το παράδειγμα ότι το άθροισμα τῶν μερών είναι 
μεγαλύτερο από τον ίδιο τον αριθμό, σαν va υπερχειλίζει. 
Και πραγματικά, αὐτός ο αριθμός, επειδή τὰ μέρη vaEepBai- 
νοῦν το συνολικό αριθμό, ονομάζεται ὑυπερτελής. Αντιθέτως, 
ελλιπής ονομάζεται ο ἀριθμός στον οποίο το άθροισμα τῶν 
μερών του είναι μικρότερο από το πλήθος Tov συνόλου: τέ- 
τοῖοι ἀριθμοί είναι το ὃ Kat το 14. Διότι το μισό του ὃ εἰναι 
to 4, το ένα τέταρτο είναι το 2 καὶ το ένα όγδοο εἰναι To |: 
τῶν οποίων το άθροισμα sivat το 7, δηλαδή μικρότερο από 
TO συνολικό αριθμό. Και πάλι, το μισό του 14 είναι το 7, το 
ένα ἕβδομο το 2 Kat το ένα δέκατο τέταρτο το 1: τῶν οποίων 
to ἀάἀθροισμα είναι 10, δηλαδή μικρότερο από το συνολικό 
όρο. Τέτοιοι επομένως είναι αὐτοί οι ἀριθμοί, ὥστε οι πρώ- 
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TOL, OL VTEPTEAELOL, καθώς υπερβαίνονται από TA μέρη τους, 
μοιάζουν με κάποιον που γεννήθηκε με πολλά χέρια, κατά 
EVAV τρόπο διαφορετικό από TH συνηθισμένη τάξη της 
φὕσης, όπως υπήρξε ο εκατόγχειρας γίγαντας Βριάρεως, H 
με κάποιον ZOD TO κορμί TOD σχηματίστηκε από THV EvM@oH 
TPLOV σωμάτων, όπως ήταν τριπλός ο [Γηρυόνης, ή κάποιο 
άλλο δημιούργημα τῆς φύσης, που καταδικάστηκε va εἰναι 
τερατώδες εξαιτίας του πολλαπλασιασμού τῶν μερών του. Α- 
ντίθετα, οι τελευταίοι αυτών τῶν αριθμών, οι ελλιπείς, μοιά- 
Covv με κάποιον που γεννήθηκε με ἐλλειψη κάποιου απαραί- 
τήτου οργάνου, όπως ο μονόφθαλμος Κύκλωπας, ή με τὴν 
ἐλλειψη κάποιου μέλους. 

Ανάμεσα όμως σε αὐτούς -ὀπως ανάμεσα σε πράγματα 
που εἰναι εξίσου ὑυπερβολικά- ο αριθμός που ονομάζεται τέ- 
λειος διαθέτει την ιδιοσυγκρασία ενός μέσου ορίου και ὡς 
προς αὐτό μιμείται την ἀρετή. Αὐτός δὲ μεγεθύνεται λόγω 
ὉπὙὉπερβολικής προόδου, οὔτε μειώνεται από μια υποχρεωτική 
ελάττωση: αλλά επιτυγχάνοντας TO όριο ενός μέσου Kal ό- 
ντας ίσος με Ta μέρη του, οὔτε ξεχειλίζει από υπεραφθονία, 
οὔτε είναι ελλιπής λόγῳ έἐνδειας. Τέτοιου είδους είναι ot a- 
ριθμοί 6 και 28. Διότι το μισό του 6 εἰναι το 3: το ένα τρίτο 
είναι το 2: το ἕνα ἔέκτο είναι 1, ta οποία αθροιζόμενα ι- 
σούνται HE το συνολικό σώμα του αριθμού. Ομοίως, το μισό 
tov 28 είναι το 14: το ένα έβδομο εἰναι το 4: το ένα τέταρτο 
είναι το 7: το ένα δέκατο τέταρτο εἰναι TO 2: και ένα το El- 
κοστό τέταρτο είναι το |: το σύνολο τῶν οποίων είναι 28. 

Δεν πρέπει επίσης va παραλείψουμε va παρατηρήσουμε 
ότι όλα τα πολλαπλάσια ενός τέλειου αριθμού είναι ὑπερτε- 
λείς, ενώ, αντιθέτως, όλα Ta ὑυποπολλαπλάσια είναι ελλιπείς. 
Έτσι, για παράδειγμα, το 3 -το υποδιπλάσιο Tov 6- εἰναι 
ελλιπής, αλλά to 12 -το διπλάσιο Tov 6- εἰναι πυπερτελής. 
Ἐπίσης το 2 -to οποίο είναι ὑυποτριπλάσιο του 6- είναι ελ- 
λιπής, αλλά το 18 -που είναι TO τριπλάσιο του- είναι υπερ- 
τελής αριθμός. Και το ίδιο θα συμβαίνει στα άλλα πολλα- 
πλάσια Kat υποπολλαπλάσια. ἘΕπίσης εἰναι φανερό ότι ένας 
τέλειος αριθμός εἰναι το γεωμετρικό μέσο ἀνάμεσα στον υ- 
περτελή και τον ελλιπή αριθμό. Ἔτσι, στοῦυς τρεῖς αριθμούς 
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3, 6, 12, το 6 είναι TO YEMMETPIKO μέσο ἀνάμεσα στο 3 καὶ TO 
12: διότι όπως είναι To 3 προς το 6, έτσι είναι TO 6 προς TO 
12. Ομοίως, το 28 είναι to γεωμετρικό μέσο ἀνάμεσα στο 14 
καὶ To 56, 0 πρώτος από τοῦς οποίους είναι ελλιπής καὶ O 
τελευταίος ὑπερτελής αριθμός. 

Οι τέλειοι αριθμοί, επομένως, εἰναι vmépoya παραδείγ- 
ματα τῶν αρετών που είναι ενδιάμεσα στὴν ὑπερβολή καὶι 
τὴν ἐλλειψη καὶ SEV εἰναι ἀαποκορυφώματα, όπως πίστευαν 
κάποιοι από τους ἀρχαίους. Και πραγματικά, το κακό αντιτί- 
θεται στο κακό, αλλά και Ta δύο αντιπαρατίθενται στο αγα- 
θό. Το αγαθό όμως ποτέ δεν αντιτίθεται στο αγαθό, αλλά σε 
δύο κακά ταυτόχρονα. Ἔτσι, ἡ ατολμία αντιτίθεται στο θρά- 
σος, δνώ και ota δύο είναι κοινή ἡ ανάγκη αληθινού θάρ- 
ρους: αλλά και Ta δύο, ἡ ατολμία και το θράσος, αντιτίθε- 
νται OTH γενναιοψυχία. Η πανουργία επίσης αντιτίθεται στὴν 
ηλιθιότητα, ενώ έχουν κοινή THV ἀνάγκη φρόνησης: ὡστόσο 
και ot δύο αντιτίθενται στῆ σωφροσύνη. Ομοίως, ἡ σπατάλη 
αντιτίθεται στην τσιγγουνιά, ενώ Kat στις δύο ἡ στενοκεφα- 
λιά είναι κοινή: καὶ ot δύο αντιτίθενται στη γενναιοδωρία. 
Και κατά έναν όμοιο τρόπο συμβαίνει και με τις άλλες αρε- 
τές. Είναι ἑπομένως φανερό ότι οι τέλειοι ἀριθμοί μοιάζουν 
πολύ με τις apstéc. Αλλά μοιάζουν με τις APETES και όσον 
αφορά éva άλλο θέμα: αὐτοί δηλαδή βρίσκονται σπάνια, κα- 
θώς είναι λίγοι και παράγονται με σταθερή τάξη. Αντίθετα, 
ένα ἀπέραντο πλήθος από υπερτελείς και ελλιπείς αριθμούς 
μπορεί va βρεθεί: αὐτοί ούτε είναι διατεταγμένοι σε κανο- 
νική σειρά, οὔτε και παράγονται από κάποιο συγκεκριμένο 
σκοπό. Μοιάζουν συνεπώς πολύ με Ta ελαττώματα, Tov εἰ- 
ναι πολυπληθή, υπέρμετρα και ἀσαφή. 


94 


BIBAIO ENA 


KE®AAAIO XV 


Σχετικά με τὴ yéveon tov τέλειου αριθμού Kat 
τὴν ομοιότητά του με τὴν αρετή. 


ἙἘξαιτίας λοιπόν της σπανιότητας τῶν τέλειων αριθμών, υ- 
πάρχει μόνο ένας ἀνάμεσα oto | καὶ to 10, δηλαδή το 6: 
μόνο ένας ἀνάμεσα στο 10 και το 100, δηλαδή το 28: ανάμε- 
oa στο 100 καὶ το 1000 μόνο ένας, δηλαδή το 496 και ανά- 
usoa oto 1000 kat το 10000 ο μόνος τέλειος αριθμός είναι TO 
8.128. Ἐπιπλέον, οι τέλειοι ἀριθμοί λήγουν πάντα στους δυο 
άρτιους αριθμούς 6 Kat 8" όπως είναι προφανές από αυτούς 
που ήδη αναφέρθηκαν. 

Η γένεση όμως τῶν τέλειων αριθμών είναι ορισμένη και 
σταθερή και dev μπορεί va πραγματοποιηθεί παρά με évav 
τρόπο. Τοποθετούνται οι ἀρτιάκις άρτιοι αριθμοί σε κανο- 
νική σειρά με ἀρχή TH μονάδα καὶ O πρώτος προστίθεται στο 
δεύτερο. Av προκύψει από την πρόσθεση ἕνας πρώτος Kat 
ασύνθετος αριθμός, αὐτός πρέπει va πολλαπλασιαστεί LE TO 
δεύτερο από τοὺς αρτιάκις άρτιους αριθμούς και το γινόμε- 
vo θα είναι ένας τέλειος αριθμός. Av όμως από την πρόσθε- 
on δεν παραχθεί ἕνας πρώτος και ἀσύνθετος αριθμός, αλλά 
ένας σύνθετος και δεύτερος αριθμός, τότε αὐτός πρέπει νὰ 
προσπεραστεί και va προστεθεί ο επόμενος αριθμός. Av Kat 
αὐτό το ἀθροισμα δὲν είναι ἕνας πρώτος και ἀσύνθετος α- 
ριθμός, πρέπει va προστεθεί κι άλλος, και αὐτό γίνεται μέ- 
χρι va βρεθεί ἕνας πρώτος αριθμός. Όταν λοιπόν βρεθεί av- 
TOC, πρέπει VA πολλαπλασιαστεί με τον τελευταίο από τους 
προστιθέμενους αρτιάκις ἁρτιους αριθμούς και TO γινόμενο 
θα είναι ένας τέλειος αριθμός. Tia παράδειγμα, στὴν ακο- 
λουθία τῶν αρτιάκις άρτιων αριθμών 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 
128, av to 1 προστεθεί oto 2, το ἀθροισμα είναι 3, και ε- 
πειδή to 3 είναι ένας πρώτος και ασύνθετος αριθμός, αὐτός 
πολλαπλασιαζόμενος με TO 2 θα παράγει τον τέλειο αριθμό 
6. Αλλά το 28, ο επόμενος τέλειος αριθμός, παράγεται ὡς 
εξής: από την πρόσθεση Tov 1, tov 2 Kat του 4 προκύπτει TO 
7, που είναι ένας πρώτος Kat ἀσύνθετος αριθμός, ο οποίος 
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πολλαπλασιαζόμενος LE TO 4, TOV τελευταίο από τους αρτιά- 
κις άρτιους, παράγει τον τέλειο αριθμό 28. Αφότου επομέ- 
vas ἔχουν βρεθεί avtoi οι δυο τέλειοι αριθμοί, 6 και 28, Kat 
άλλοι θα πρέπει va εξεταστούν με τον ίδιο τρόπο. Ἔτσι, γιο 
va βρούμε τον επόμενο τέλειο αριθμό, προσθέτουμε τους α- 
ριθμούς 1, 2, 4 και 8, αλλά το ἀθροισμα αυτών εἰναι 15. Ό- 
HOS avTOsG είναι ένας δεύτερος Kat σύνθετος αριθμός: γιατί 
ἔχει το ένα τρίτο καὶ το ένα πέμπτο μέρος, εκτός από το ἕνα 
δέκατο πέμπτο μέρος, TH μονάδα, που ονομάζεται από τον 
toto. AvTOG επομένως πρέπει νὰ προσπεραστεί και ο επόμε- 
νος αρτιάκις άρτιος, δηλαδή το 16, πρέπει va προστεθεί στο 
15, καὶ to άθροισμα θα είναι 31, που είναι ένας πρώτος Kat 
ασύνθετος αριθμός. Μετά, αν το άθροισμα πολλαπλασιαστεί 
ue το 16, τον τελευταίο από τοῦς χρησιμοποιηθέντες αρτιά- 
κις άρτιους αριθμούς, το γινόμενο θα είναι 496, ο επόμενος 
τέλειος αριθμός μετά TO 28. Επομένως, ἡ μονάδα εἰναι δυνά- 
Hel, αν και όχι EV EvEpysta, ἡ ίδια ένας τέλειος αριθμός. 
Γιατί αν ληφθεί πρώτη στην τάξη τῶν αριθμών, θα βρεθεί va 
είναι πρώτη και ασύνθετη, και αν πολλαπλασιαστεί με TOV 
εαυτό της, παράγεται ἡ ίδια μονάδα, mov εν δυνάμει εἰναι 
ion με TA μέρη της. Ἔτσι, ἡ μονάδα είναι τέλεια σύμφωνα με 
τῇ δική της σωστή apETH, εἰναι πρώτη και ἀασύνθετη Kat δια- 
τηρείται άθικτη όταν πολλαπλασιαστεί με τον εαυτό τῆς. 

Ο τρόπος εν τούτοις που παράγονται οι τέλειοι αριθμοί 
θα φανεί ἀμέσως με τον παρακάτω πίνακα: 


Ἀρτιάκις ἄρτιοι 1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 1024 2048 4096 


Nepittoi παραγό- 
μενοι απὸ πρό, 1 3 | 7 | 15. 34 | 63 | 427 | 255 | 511 | 1023 | 2047 4095 8191 


σθεση των ap- 


τιάκις ἄρτιων 


Τέλειοι αριθμοί 1 6 28 496 8128 33550336 
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Ou aotepioxol σε αὐτόν Tov πίνακα δηλώνουν ότι οι πε- 
ριττοί αριθμοί που βρίσκονται επάνω από αὐτούς Kal πα- 
ρήχθησαν από την πρόσθεση τῶν αρτιάκις ἀρτιῶν αριθμών, 
είναι σύνθετοι και ὡς εκ τούτου ακατάλληλοι va σχηματί- 
σοῦν τέλειους αριθμούς. 


KE®AAAIO XVI 


Σχετικά με TH σγετική ποσότητα καὶ ta εἴδη 
μεγαλύτερης καὶ μικρότερης ανισότητας. 


Η πρώτη διαίρεση τῆς σχετικής ποσότητας είναι διπλή, 
γιατί ό,τι μετράται συγκρινόμενο με μια ἄλλη ποσότητα, εἰ- 
ναι site ίσο site άνισο. Και ίσο είναι πράγματι καθετί που 
όταν συγκρίνεται με κάτι άλλο, εἶναι οὔτε μικρότερο ούτε 
μεγαλύτερο. Αὐτό το τμήμα GMS THS σχξετικής ποσότητας, 
δηλαδή ἡ ισότητα, εἰναι φυσικά αδιαίρετη, γιατί Sev μπορεί 
va ξιπωθεί ότι ένα μέρος ισότητας είναι διαφορετικό από 
ένα άλλο. Γιατί ὀλη ἡ ᾿τσότητα στην κατάλληλη μέτρηση της 
διατηρεί ένα μέτρο. Επίσης, ἡ συγκρινόμενη ποσότητα δεν 
ἔχει διαφορετική ονομασία από αὐτήν με THV οποία συγκρί- 
νεται. Γιατί όπῶς ένας φίλος είναι φίλος ενός φίλου, Kat €- 
νας γείτονας είναι γείτονας ενός γείτονα, έτσι Kat το ίσο λέ- 
yetat ότι είναι ίσο προς το ίσο. Αλλά για THV Avion ποσότη- 
TO VTGPYEL μιὰ διπλή διαίρεση, εφόσον αὐτό TOV είναι άνι- 
σο μπορξί va χωριστεί στο μεγαλύτερο και TO μικρότερο, Ta 
οποία ονομάζονται αντίθετα το ἕνα προς το άλλο. Γιατί το 
μεγαλύτερο είναι μεγαλύτερο από το μικρότερο, και TO μι- 
κρότερο είναι μικρότερο από To μεγαλύτερο. Ἔτσι και Ta 
δύο δεν ἔχουν τις ίδιες ονομασίες, όπως παρατηρήθηκε στὴν 
περίπτωση τῆς ίσης ποσότητας, αλλά ξεχωρίζουν από τα δια- 
φορετικά ονόματα, όπως ο δάσκαλος από το μαθητή, ή ό- 
ποιὰ άλλα σχετικά που συγκρίνονται με αντίθετα και που E- 
χουν διαφορετική ονομασία. 
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XTn μεγαλύτερη ανισότητα ὡστόσο ὑπάρχουν πέντε εἰδη, 
το πολλαπλάσιο, το επιμόριο, το επιμερές, το πολλαπλασιε- 
πιμόριο καὶ το πολλαπλασιεπιμερές. LE αὐτά τα πέντε Etdn, 
επομένως, της μεγαλύτερης ανισότητας αντιτίθεται πέντε GA- 
λα μέρη μικρότερης ανισότητας, αἀκριβώς όπως το μεγαλύτε- 
po αντιτίθεται πάντα oto μικρότερο. Αὐτά τα εἰδη επίσης 
τῆς μικρότερης ανισότητας ἔχουν τις ίδιες ονομασίες HE ε- 
κείνα τῆς μεγαλύτερης ανισότητας, HWE THV πρόσθεση της 
πρόθεσης vad. Ἔτσι ονομάζονται υποπολλαπλάσια, τυποεπι- 
μόριο, ὑυποεπιμερές, ὑυποπολλαπλασιεπιμόριο και VTOTOAAG- 
πλασιεπιμερές. 


KE®AAAIO XVII 


Σχετικά μὲ τὴν πολλαπλάσια ανισότητα, 
ta είδη τῆς καὶ τὴ γένεση τους. 


Το πολλαπλάσιο είναι το πρώτο είδος της μεγαλύτερης a- 
νισότητας, TO APYALOTEPO όλων τῶν άλλων και εκ φύσεως TO 
πιό ξεχωριστό, όπως θα δείξουμε σύντομα. Ο αριθμός αυτός 
εν τούτοις εἰναι τέτοιος που, συγκρινόμενος LE έναν GAAO, 
τον περιέχει πάνω από μια φορά. 

Ἐπίσης, αὐτή ἡ πολλαπλάσια ανισότητα είναι ἡ πρώτη 
TOV φαίνεται OTH φυσική ακολουθία τῶν αριθμών. Γιατί όλοι 
ot ἀριθμοί που ακολουθούν τη μονάδα, είναι πολλαπλάσιοι 
σε σχέση με αὐτή. Ἔτσι, To 2 συγκρινόμενο με TH μονάδα 
είναι διπλάσιο᾽ To 3 είναι τριπλάσιο: To 4 τετραπλάσιο: κι 
ἔτσι προχωρώντας στὴ σειρά, παράγονται όλες οι πολλαπλά- 
σιες ποσότητες. 

Η ανισότητα mov αντιτίθεται σε αὐτό ονομάζεται ὑποπολ- 
λαπλάσια και αὐτή είναι το πρώτο είδος της μικρότερης πο- 
σότητας. Αὐτός ο αριθμός εἰναι τέτοιος που, συγκρινόμενος 
He κάποιον άλλο, περιέχεται στο σύνολο του μεγαλύτερου α- 
ριθμού πάνω από μια φορά. Av επομένως ο μικρότερος a- 
ριθμός περιέχεται στο μεγαλύτερο μόνο δυό φορές, ονομά- 
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ζεται υποδιπλάσιο, AV TPEIG φορές, VAOTPIAAGOLO, AV τέσσε- 
Pls φορές, υποτετραπλάσιο και οὕτω καθεξής επ' ἀπειρον. 
Διαμορφώνουν SE TO ἄνομα τοῦς πάντα με την πρόσθεση THC 
πρόθεσης υπό. 

Egooov όμως ἡ πολλαπλασιότητα΄᾽ και ἡ ὈὉυποπολλαπλα- 
σιότητα είναι εκ φύσεως άπειρες, OL ἀανάλογες γενέσεις τῶν 
ειἰδών επιτρέπουν επίσης ἀπειρηὴ θεώρηση. Γιατί αν διατα- 
χθούν αριθμοί σε μια φυσική ακολουθία και οι διάφοροι άρ- 
τιοι ἀριθμοί ξεχωρισθούν σε μια συνεχή τάξη, αὐτοί οι ἀρ- 
τιοι ἀριθμοί θα είναι διπλάσιοι από όλους τοῦς άρτιους και 
περιττούς αριθμούς που αρχίζουν από τη μονάδα και aKo- 
λουθούν ο ένας τον άλλο. Αὐτό συμβαίνει επ' ἀπειρον. Ac 
πάρουμε λοιπόν αυτή τη φυσική ακολουθία αριθμών, δηλαδή 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20. 
Av λοιπόν στην ακολουθία αὐτή πάρουμε τον πρώτο άρτιο 
αριθμό, δηλαδή to 2, αὐτός θα είναι το διπλάσιο του πρώ- 
του, δηλαδή της μονάδας. Και αν πάρουμε τον επόμενο άρ- 
τιο αριθμό 4, αὐτός θα είναι το διπλάσιο του δεύτερου, δη- 
λαδή tov 2. Av πάρουμε τον τρίτο άρτιο αριθμό 6, αυτός θα 
είναι το διπλάσιο Tov τρίτου αριθμού στη φυσική ακολουθία, 
δηλαδή tov 3. Και αν πάρουμε τον τέταρτο άρτιο αριθμό, 
δηλαδή το ὃ, αὐτός θα είναι το διπλάσιο του τέταρτου αριθ- 
μού 4. Το ίδιο πράγμα θα συμβαίνει χωρίς κανένα εμπόδιο 
για τοὺς υπόλοιπους της ἀκολουθίας επ' ἀπειρον. 

Ot τριπλάσιοι ἀριθμοί παράγονται, av στην ίδια φυσική 
ακολουθία παραλείπονται πάντα δύο όροι και OL επόμενοι 
συγκρίνονται με TO φυσικό αριθμό. To 3 εξαιρείται, επειδή 
όντας τριπλάσιος της μονάδας, παραλείπεται μόνο το 2. Με- 
τά το 1 καὶ το 2 επομένως, ακολουθεί το 3 που είναι τριπλά- 
σιο τῆς μονάδας. Και πάλι, το 6 βρίσκεται ἀμέσως μετά το 4 
καὶ το 5 Kal εἶναι τριπλάσιο του δεύτερου αριθμού 2. Ο α- 
ριθμός 9 ακολουθεί το 7 Kat το 8 Kal είναι τριπλάσιος του 
τρίτου αριθμού 3. Και ομοίως συνεχίζεται επ' ἀπειρον. 

Αλλά ἡ γένεση τῶν τετραπλάσιων αριθμών αρχίζει με τὴν 
παράλειψη 3 ὀρῶν. Μετά to 1, 2 και 3 ακολουθεί to 4, που 
είναι τετραπλάσιο του πρώτου όρου 1. Και πάλι, παραλείπο- 
ντας το 5, 6 και 7, ο αριθμός 8 mov είναι ο τέταρτος επόμε- 
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νος όρος, εἶναι τετραπλάσιος του δεύτερου όρου 2. Kat μετά 
to 8, παραλείποντας τοῦς τρεῖς όρους 9, 10 kat 11, ο επόμε- 
νος αριθμός 12 είναι τετραπλάσιος Tov τρίτου dpov 3. Αὐτή 
πρέπει va είναι ἡ διαδικασία os μιὰ πρόοδο επ' άπειρον. Av 
de κάθε φορά παραλείπεται ἕνας επιπλέον όρος, διαφορετι- 
κά πολλαπλάσια αριθμών θα εμφανίζονται με θαυμαστή τά- 
én. Γιατί με τὴν παράλειψη τεσσάρων ὀρῶν θα παραχθεί é- 
να πενταπλάσιο πολλαπλάσιο, με πέντε ἕνα εξαπλάσιο, HE 
é&t ένα επταπλάσιο, με επτά ένα οκταπλάσιο, καὶ οὔτω κα- 
θεξής. Ἐπίσης το όνομα του πολλαπλάσιου θα δηλώνει πά- 
vta ένα παραπάνω από εκείνο τῶν όρων που παραλείπο- 
νται. 

Όλοι οι διπλάσιοι όροι πραγματικά εἰναι άρτιοι. Αλλά 
από τοῦς τριπλάσιους ὀρους, ένας είναι πάντα περιττός και 
ένας ἄλλος άρτιος. Ol τετραπλάσιοι αριθμοί πάλι διατηρούν 
πάντα μιὰ aptia ποσότητα. Αὐτοί σχηματίζονται από τον τέ- 
ταρτο αριθμό και ένας από τοὺς προηγούμενους άρτιους α- 
ριθμούς στη σειρά παραλείπεται, πρώτα ο άρτιος αριθμός 2, 
μετά παραλείπεται το 6 Kat ακολουθεί To 8, ο επόμενος τε- 
τραπλάσιος Opos: και μετά TO ὃ, ακολουθεί ο τετραπλάσιος 
αριθμός 12, ο άρτιος αριθμός 10 παραλείφθηκε. Και οὕτω 
καθεξής στη συνέχεια. Αλλά To πενταπλάσιο μοιάζει με TO 
τριπλάσιο πολλαπλάσιο, γιατί σε αὐτό OL άρτιοι και OL περιτ- 
τοί όροι έχουν μια εναλλασσόμενη διάταξῃη. 


KE®AAAIO XVIII 


Σχετικά pe tov επιμόριο apibud, ta sidn tov, 
™ yéveon αυτών «K.Az. 


Otav évacg αριθμός εμπεριέχει OAOKANPO Evav GAAO a- 
ριθμό και επιπλέον κάποιο μέρος αὐτού, ονομάζεται επιμό- 
ploc. Av τούτο TO επιπλέον περιεχόμενο μέρος είναι TO μισό, 
ονομάζεται ημιόλιος, αν το ἕνα τρίτο αυτού, επίτριτος: αν TO 
Eva τέταρτο, EMITETAPTOG AV το Eva πέμπτο, επίπεμπτος. Κα- 
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θώς TA παρόμοια ονόματα χρησιμοποιούνται 8π' άπειρον, E- 
TOL και ἡ μορφή τῶν επιμόριων αριθμών θα προοδεύει επ' 
ἄπειρον. Και οι μεγαλύτεροι ἀριθμοί πραγματικά ονομάζο- 
νται κατ' αὐτόν τον τρόπο. Αλλά οι μικρότεροι, Ot οποίοι E- 
μπεριέχονται στο μεγαλύτερο μαζί με κάποιο μέρος τους, ο- 
νομάζονται διαφορετικά: υφημιόλιος, υπεπίτριτος καὶ οὔτω 
καθεξής, σύμφωνα με τον κανόνα και TO πλήθος τῶν με- 
γαλύτερων αριθμών. Ἐπίσης, ot μεγαλύτεροι αριθμοί ονομά- 
ζονται ἡγέτες, ενώ οι μικρότεροι ἀκόλουθοι. 

Παρομοίως, το πλήθος τῶν επιμόριων αριθμών εἰναι άἀ- 
πειρο: γιατί ἡ πρόοδος τῶν ειδών τοῦς είναι απεριόριστη. 
Γιατί ο ημιόλιος λόγος σχηματίζεται ἔχοντας om θέση Tov 
ηγέτη τους αριθμούς που βρίσκονται εκ φύσεως τριπλάσιοι 
μετά το 3: ενώ για ακόλουθους ἐχει όλους τους αριθμούς 
που βρίσκονται εκ φύσεως άρτιοι μετά το 2. Αὐτό διαπιστώ- 
νεται αν παρατηρήσουμξ τις αἀκολουθίες τῶν φυσικών, τῶν 
τριπλάσιων και τῶν διπλάσιων αριθμών διατεταγμένες ὡς α- 
κολούθοως: 


12 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
H πρώτη σειρά επομένως περιέχει την ακολουθία τῶν φυσι- 
κών αριθμών yn δεύτερη τους τριπλάσιους αυτών και ἡ τρίτη 
τους διπλάσιους. Ἔτσι, av το 3 συγκριθεί με το 2, ή το 6 με 
to 4, ή το 9 με το 6, ή αν όλοι οι ανώτεροι τριπλάσιοι αντι- 
ταχθούν σε όλους τους κατώτερους διπλάσιους αριθμούς, θα 
παραχθεί ημιόλιος λόγος. Γιατί το 3 περιέχει μέσα Tov το 2 
καὶ To 1, TO μισό του 2. Το 6 επίσης περιέχει μέσα τοῦ το 4 
και το μισό Tov 4, το 2. Και το 9 περιέχει μέσα τοῦ το 6 και 
TO μισό του 6, το 3. Και με παρόμοιο τρόπο αυτό συμβαίνει 
και OTA ὑπόλοιπα. 

Είναι επίσης αναγκαίο va δείξουμε τή μέθοδο ανακάλυ- 
wns tov επίτριτου, δηλαδή tov δεύτερου είδους Tov επιμό- 
ριου αριθμού. Kat ο ορισμός πραγματικά αὐτής της σύγκρι- 
σης είναι ο ἀκόλουθος: επίτριτος εἰναι αὐτός που ὀταν συ- 
γκριθεί με TO μικρότερο αριθμό, τον περιέχει μια φορά και 
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to ένα τρίτο αὐτού επιπλέον. Ot αριθμοί αὐτοί βρίσκονται 
αν όλοι OL τετραπλάσιοι όροι σε μια συνεχή ακολουθία από 
to 4, συγκριθούν με ὀλους τοὺς τριπλάσιους αριθμούς από 
to 3. Στὴν περίπτωση αὐτή στη θέση του αριθμητή θα εἰναι 
Ol τετραπλάσιοι, ενώ OTH θέση του παρανομαστή οι τριπλά- 
σιοι. Ac δούμε την ἀκολουθία τῶν φυσικών αριθμών τοποθε- 
τώντας ANG κάτῳ αὐτή τῶν τετραπλάσιων και αὐτή τῶν τρι- 
πλάσιων. Ac τοποθετήσουμξε λοιπόν τον πρώτο τριπλάσιο κά- 
τῷ από τον τετραπλάσιο αριθμό: To δεύτερο KATH από το 
δεύτερο᾽ τον τρίτο κάτω από τον τρίτο: και ας διευθετήσου- 
He όλους τους τριπλάσιους κάτω από όλους τοῦς τετραπλά- 
σιους κατά τον ακόλουθο τρόπο: 


1 2 3 4 5 ό 7 8 
4 8 12 16 20 24 28 32 
3 6 9 12 15 18 21 24 


Έτσι, αν O πρώτος τετραπλάσιος αριθμός συγκριθεί με TOV 
πρώτο τριπλάσιο, θα σχηματιστεί ένας επίτριτος λόγος. Γιατί 
to 4 εμπεριέχει όλο το 3 και επιπλέον το ἕνα τρίτο του 3, 
δηλαδή το 1. Με παρόμοιο τρόπο το ὃ περιέχει όλο το 6 και 
το ένα τρίτο αυτού, δηλαδή το 2. H ίδια σχέση θα εμφανίζε- 
ται στους ὑυπόλοιπους επ' ἀπειρον. Πρέπει επίσης va παρα- 
τηρηθεί ότι ot 3, 6, 9, 12 κιλπ. είναι ἀκόλουθοι Kat οι 4, ὃ, 
12, 16 κιλπ. είναι ηγέτες καὶ ότι ο λόγος τῶν πρώτων προς 
τους δεύτερους είναι υπεπίτριτος, ενώ τῶν δεύτερων προς 
TOVG πρώτους επίτριτος. 

Είναι επίσης αξιοθαύμαστο και ολοφάνερο στις ακολου- 
Biss αυτών τῶν αριθμών ότι ο πρώτος NYETNS καὶ ο πρώτος 
ακόλουθος συνδέονται χωρίς TH μεσολάβηση κανενός άλλου 
αριθμού. Αλλά ἀνάμεσα στο δεύτερο ἡγέτη καὶ το δεύτερο 
ακόλουθο παρεμβαίνει ένας αριθμός. ἀνάμεσα σε αὑτούς 
τῆς τρίτης σειράς παρεμβαίνουν δύο αριθμοί. ἀνάμεσα σε 
εκείνους της τέταρτης παρεμβάλλονται τρεις. Και οι παρεμ- 
βαλλόμενοι αριθμοί είναι πάντα κατά ένα μικρότεροι από TH 
σειρά τῶν ίδιων τῶν αριθμών. Αλλά είναι avayKaio αὐτό 
στα ημιόλιο, επίτριτα ή άλλα επιμόρια μέρη. Ἔτσι, όταν το 4 
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συγκριθεί pe το 3, Sev παρεμβάλλεται κανένας αριθμός, ε- 
φόσον το 4 έπεται ἀμέσως του 3. Αλλά όταν το ὃ συγκριθεί 
ye το 6, σχηματίζοντας το δεύτερο επίτριτο λόγο, παρεμβάλ- 
λεται ένας αριθμός, γιατί ὑπάρχει το 7 ἀνάμεσα στο 6 και TO 
8. Και πάλι, όταν το 12 συγκρινόμενο pe το 9 σχηματίζει τον 
τρίτο επίτριτο λόγο, παρεμβάλλονται δύο αριθμοί, δηλαδή το 
10 και to 11. Σύμφωνα με τον ίδιο τρόπο, ἀνάμεσα σε εκεί- 
νους τῆς τέταρτης σειράς παρεμβάλλονται τρεῖς αριθμοί: α- 
νάμεσα σε εκείνους της πέμπτης, τέσσερις αριθμοί: και αὐτό 
συνεχίζεται επ' ἀπειρον. 


KE®AAAIO XIX 


To πολλαπλάσιο είναι apyaidtepo από 
ta άλλα sidn ανισότητας. 


Tia va αποδείξουμε αὐτό, ας πάρουμε πρώτα μια ακο- 
λουθία από αριθμούς σε φυσική τάξη μέχρι το 10. Στη δεύτε- 
py γραμμή ας παρατάξουμε τὴν τάξη τῶν διπλάσιων, στην 
τρίτη αὐτήν τῶν τριπλάσιων, στὴν τέταρτη αὐτή τῶν τετρα- 
πλάσιων και OVTM καθεξής μέχρι την τάξη Tov δεκαπλάσιων. 
Me αὑτόν τον τρόπο θα γνωρίσουμε ότι TO είἰδος του πολλα- 
πλάσιου προηγείται από αὐτό TOV επιμόριου, του επιμέρους 
και όλα Ta άλλα είδη ανισότητας. Ταυτόχρονα θα αντιλη- 
φθούμε και άλλα πράγματα, mov είναι εξαιρετικά δυσδιά- 
κριτα αλλά ιδιαίτερα χρήσιμα από επιστημονική άποψη, τα 
οποία προσφέρουν την πλέον ευχάριστη ἀσκηση στὴ σκέψη. 

Av επομένως ξεξεταστούν οι δύο πρώτες πλευρές που σχη- 
ματίζουν μια γωνία στον παρακάτω πίνακα, δηλαδή αν ἡ μία 
από αὐτές, που προχωρά από το | ὡς το 10, συγκριθεί LE τις 
κατώτερες τάξεις που αρχίζουν από τη γωνία tov 4 Kal τε- 
λειώνουν στο 20, θα εμφανιστεί το διπλάσιο, δηλαδή το πρώ- 
to είἰδος της πολλαπλασιότητας. Ἔτσι, ἡ πρώτη θα υπερβαί- 
VEL τὴν πρώτη κατά TH μονάδα μονάχα, ὀπῶὼς το 2 τυπερβαί- 
νει το 1. Η δεύτερη θα ὑπερβαίνει τή δεύτερη κατά 2, όπως 
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Αὐτός o Πίνακας ονομάζεται Πυθαγόρειος, επειδή 
λέγεται πῶς ο Πυθαγόρας είναι ο δημιουργός του. 
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to 4 υπερβαίνει το 2. Η τρίτη θα ὑπερβαίνει τὴν τρίτη κατά 
3, ὀπῶς το 6 ὑπερβαίνει το 3. Η τέταρτη θα vaEepBaiver τὴν 
τέταρτη κατά 4, και κατά τον τρόπο αὐτό το ὃ υπερβαίνει το 
4. Κατά έναν όμοιο τρόπο συμβαίνει και στις υπόλοιπες. Αλ- 
AG αν εξεταστεί ἡ τρίτη γωνία, n οποία αρχίζει από το 9 Kat 
εκτείνεται εξίσου σε μήκος και πλάτος μέχρι τον αριθμό 30, 
και συγκριθεί με το πρώτο μήκος και πλάτος, θα εμφανιστεί 
TO τριπλάσιο είἰδος της πολλαπλασιότητας, ἔτσι που ἡ σύγ- 
κριση θα συμβεί μέσῳ της EVTOVa γραμμογραφημένης γωνί- 
ας. Και ot αριθμοί αὐτοί θα υπερβαίνουν ο ένας τον άλλο 
σύμφωνα LE LIA φυσική πρόοδο Tov άρτιου αριθμού. Διότι ο 
πρώτος αριθμός θα ὑπερβαίνει τον πρώτο κατά 2, όπως το 3 
πυπερβαίνει το 1. Ο δεύτερος θα υπερβαίνει το δεύτερο κατά 
4, ὀὁπὼς το 6 υπερβαίνει το 2. Ο τρίτος θα υπερβαίνει τον 
τρίτο κατά 6, όὀόπῶὼς το 9 υπερβαΐίνει το 3. Κατά tov ίδιο τρό- 
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πο προόδου θα αὐξάνονται και οι ὑπόλοιποι. Av τώρα séE- 
ταστεί το όριο της τέταρτης γωνίας, το οποίο διακρίνεται α- 
πό τὴν ποσότητα TOV αριθμού 16 και εκτείνεται σε μήκος και 
πλάτος μέχρι τον αριθμό 40, και αν γίνει μια παρόμοια πο- 
peta σύγκρισης, θα αποκαλυφθεί το τετραπλάσιο είδος πολ- 
λαπλασιότητας. Ἔτσι, 0 πρώτος θα Ὀυπερβαίνει tov πρώτο 
κατά 3, όπως το 4 υπερβαίνει τή μονάδα. Ο δεύτερος θα υ- 
περβαίνει το δεύτερο κατά 6, όπως το ὃ ὑπερβαίνει το 2, ο 
τρίτος τον τρίτο κατά 9, όπως το 12 το 3. Και κατά évav 
όμοιο τρόπο θα συμβαίνει σε ὀόλους τους υπόλοιπους αριθ- 
μούς. Edv οι υπόλοιπες γωνίες εξεταστούν ομοίως, το id10 
πράγμα θα συμβαίνει σε όλα τα εἰδη πολλαπλασιότητας μέ- 
χρι το δεκαπλάσιο Eidos. 

Av, όμως, στὴν περιγραφή αὐτή ζητηθούν τα είδη τῶν ε- 
πιμόριων, αὐτοί μπορούν va βρεθούν LE την παρακάτω μέ- 
θοδο. Ac στρέψουμε THV προσοχή Las στη δεύτερη γωνία, η 
ἀρχή της οποίας είναι το 4. πάνω από το οποίο είναι το 2. 
Ἐάν τώρα ἡ σειρά στὴν οποία βρίσκεται το 4, συγκριθεί με 
T σειρά ἀμέσως κάτω από αὐτήν, θα αποκαλυφθεί ένας η- 
μιόλιος λόγος. Ἔτσι, το 3 προς το 2, ἤ το 6 προς το 4, ή το 9 
προς το 6, ή το 12 προς το 8, είναι ημιόλιος λόγος. Το ίδιο 
θα αποκαλύπτεται και με τοὺς υπόλοιπους. Εν τούτοις σε 
αὐτή τὴν περίπτωση ο ἕνας αριθμός ὑπερβαίνει τον άλλο κα- 
τά τὴν ίδια ποσότητα που υπερβαίνουν οι διπλάσιοι τους φυ- 
σικούς αριθμούς. Γιατί ο πρώτος ὑπερβαίνει tov πρώτο κατά 
1, όπως το 3 υπερβαίνει το 2. Ο δεύτερος ὑπερβαίνει το 
δεύτερο κατά 2. Ο τρίτος ὑπερβαίνει τον τρίτο κατά 3 Kat 
οὕτω καθεξής. Av πάλι συγκριθεί ἡ τέταρτη τάξη με την τρί- 
τη, όποῶς το 4 μὲ το 3, το ὃ με TO 6, το 12 μὲ το 9, κιλπ. θα 
εμφανιστεί ο επίτριτος λόγος. 

Ἐπίσης, το αξιοθαύμαστο στον πίνακα εἰναι ότι όλοι οι 
γωνιακοί ἀριθμοί είναι τετράγωνοι. Τετράγωνος αριθμός εἰ- 
val εν συντομία εκείνος που παράγεται από τον πολλαπλα- 
σιασμό ενός αριθμού με TOV EavTO του. Ἔτσι στον πίνακα 
αὐτό, TO ένα πολλαπλασιαζόμενο με τον εαυτό του είναι ένα, 
και αὐτό είναι EV δυνάμει ὡς προς THV ικανότητα ἕνα τετρά- 
yovo. Ἐπίσης, δύο φορές το 2 κάνει 4, τρεις φορές το 3 εἰ- 
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vat 9, τέσσερις φορές το 4 είναι 16° και το ίδιο συμβαίνει 
και στοὺς υπόλοιπους. Αλλά ot αριθμοί που περιβάλλουν 
τους γωνιακούς αριθμούς, είναι ετερομήκεις. Είναι δηλαδή 
TETOLOL που παράγονται από τον πολλαπλασιασμό δυο αριθ- 
HOV που διαφέρουν μεταξύ τοῦς κατά τη μονάδα. Tia παρά- 
δειγμα, το 2 και το 6 περιβάλλουν το 4: αλλά το 2 παράγεται 
από TOV πολλαπλασιασμό του 1 us το 2 και TO 2 διαφέρει 
από το | κατά 1. Το 6 πάλι παράγεται από τον πολλαπλασια- 
σμό Tov 2 μὲ το 3: και αὐτά διαφέρουν μεταξύ τους κατά TH 
μονάδα. Ομοίως, το 6 Katto 12 περιβάλλουν to 9' καὶ το 12 
σχηματίζεται από το 3 πολλαπλασιαζόμενο LE TO 4, EVM το 6 
από το 2 πολλαπλασιαζόμενο με το 3. Όλοι avtot παράγο- 
νται από πλευρές που διαφέρουν ἡ μια από την άλλη κατά 
μια μονάδα. Ομοίως ot αριθμοί που περιβάλλουν και τους 
άλλους γωνιακούς αριθμούς, θα βρεθούν va είναι ετερομή- 
κεις. 

Και πάλι, αν προστεθεί το άθροισμα δύο ετερομηκών α- 
ριθμών με το διπλάσιο του τετράγωνου που περιβάλλουν, θα 
σχηματιστεί ένας τετράγωνος αριθμός. Δηλαδή 2+6 προστι- 
θέμενο στο 4x2 ισούται με 16. Ομοίως 6: 12 προστιθέμενο 
oto 9x2 ισούται με 36. Το ίδιο παρατηρείται και στους ὑυπό- 
λοιπους. 

Τετράγωνος επίσης θα σχηματιστεί από το άθροισμα δύο 
κοντινών τετράγωνων μαζί HE το διπλάσιο του ενδιάμεσου 
ετερομήκους αριθμού. Ἔτσι στην ἀκόλουθη σειρά, |, 2, 4, 6, 
9, 12, 16, 20, 25, 30, 36, 42, 49, στην οποία ἀνάμεσα σε δύο 
κοντινούς τετράγώνους VAAPYEL ένας ετερομήκης αριθμός, ε- 
αν το 4 προστεθεί oto 1 καὶ στο διπλάσιο του 2, το άθροι- 
σμα θα είναι το 9. Επίσης, το 4:9 και προστιθέμενο στο δι- 
πλάσιο του 6, ισούται με 25. Ομοίως, το 9 προστιθέμενο στο 
16, προστιθέμενο oto 12 Χ2, ισούται με 49. Το ίδιο ισχύει 
και για τους ὑυπόλοιπους. Από αυτό το ἀθροισμα είναι φανε- 
pO ότι οι τετράγωνοι που σχηματίζονται είναι περιττοί αριθ- 
μοί, ενώ εκείνοι που δημιουργούνται από το προηγούμενο 
άθροισμα εἰναι άρτιοι αριθμοί. Διότι ta 9, 25, 49, κιλπ. είναι 
περιττοί Kat τα 16, 36, 64 κ.λπ. είναι άρτιοι αριθμοί. 


BIBAIO ENA 


Ἐπιπλέον, από τις μονάδες ή ενάδες OTIG τέσσερις γωνίες 
του πίνακα, ἡ πρώτη Kot ἡ τρίτη εἰναι τετράγωνοι ἀριθμοί 
δηλαδή το 1 καὶ το 100: ενώ, οι άλλες γωνίες έχουν τις δύο 
άλλες μονάδες 10 και 10. Ἐπιπροσθέτως, το γινόμενο που 
παράγεται από τον πολλαπλασιασμό τῶν δύο τετράγωνων 1 
kat 100, toovtat με εκείνο τῶν δύο άλλων μονάδων πολλα- 
πλασιαζόμενων μεταξύ τους, δηλαδή τσούται με 10x 10. Av- 
τοί οι τετράγωνοι επίσης τέμνουν τον πίνακα σε δύο toa τρί- 
yova. Συνιστούν επίσης, κατά κάποιο τρόπο, TH διάμετρο 
TOV σχήματος και για αὐτό καλούνται διαμετρικοί. 


KE®AAAIO XX 


Σχετικά pe to τρίτο είδος aviodtntac, τοὺς 
αποκαλούμενους επιμερείς αριθμούς, ta εἴδη 
τοὺς καὶ τὴ γένεση τους. 


Μετά από ta δύο πρώτα sidn, τον πολλαπλάσιο και TOV 
επιμόριο, και τις καταστάσεις που βρίσκονται κάτω από αυ- 
τούς, δηλαδή τον ὑυποπολλαπλάσια καὶ TOV υπεπιμόριο εμφα- 
νίζεται το τρίτο είδος ανισότητας, το οποίο ἔχουμε ήδη ονο- 
μάσει επιμερές. Αὐτό το sidocg εμφανίζεται όταν ἕνας αριθ- 
HOG συγκρινόμενος HE GAAOV, τον περιέχει ολόκληρο Kat επί 
πλέον κάποια μέρη αυτού, όπως δύο, τρία, ή τέσσερα μέρη. 
ἤ οποιοδήποτε άλλο μέρος μπορεί νὰ προκύψει από TH 
σύγκριση. Αὐτή ἡ κατάσταση ξεκινά από τα δύο τρίτα. Διότι 
αν évac αριθμός περιέχει έναν ἄλλο αριθμό ολόκληρο KaL 
επιπλέον Ta δύο μισά αυτού, ο λόγος θα είναι δύο προς ένα 
αντί για επιμερής. Αλλά αν ο μεγαλύτερος περιέχει το όλο 
του μικρότερου και Ta δύο τρίτα αυτού, τότε θα ὑπερβαίνει 
TO μικρότερο κατά περιττούς αριθμούς. Γιατί, sav τον εμπε- 
ριέχει ολόκληρο Kat Ta δύο τέταρτα αυτού, ο λόγος θα εἰναι 
αναγκαστικά επιμόριος, εφόσον Ta δύο τέταρτα ιτσούνται LE 
TO μισό, άρα ἡ σύγκριση θα είναι ημιόλιο. Εάν πάλι περιέχει 
ta δύο έκτα, πάλι ο λόγος θα εἰναι επιμόριος, εφόσον τὰ 
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δύο Ekta είναι ὀμοια μξ το ένα τρίτο. Kat αὐτό στη σύγκρι- 
on θα παράγει το sid0c της επίτριτης κατάστασης. Μετά από 
αὐτά θα προκύψουν οι ἀκόλουθοι που ονομάζονται τυπεπιμε- 
psic. Avtot όμως είναι τέτοιοι που περιέχονται GE άλλον α- 
ριθμό μαζί με δύο, τρία, τέσσερα, ή οσαδήποτε μέρη τους 
επιπλέον. Av, επομένως, ἕνας αριθμός εμπεριέχει Evav άλλο 
αριθμό Kat δύο μέρη αὐτού επιπλέον, ονομάζεται επιδι- 
μερής, εάν τρία μέρη. επιτριμερής, εάν τέσσερα, επιτετρα- 
μερής και οὕτω καθεξής επ' ἀπειρον. 

Αλλά ἡ τάξη αυτών είναι φυσική. Ac τοποθετηθούν GAOL 
Ol άρτιοι και περιττοί ἀριθμοί που ορίζονται φυσικά από το 
3 Kat μετά. Κάτω από αυτούς ας τοποθετηθούν όλοι ol πε- 
ριττοί ἀριθμοί που αρχίζουν από το 5. Μετά από μια τέτοια 
τοποθέτηση, αν ο πρώτος συγκριθεί με τον πρώτο, ο δεύτε- 
ρος μξ το δεύτερο, ο τρίτος PE τον τρίτο και Ol ὑπόλοιποι LE 
τους υπόλοιπους, θα παραχθεί μια επιμερής κατάσταση. 
Τούτο γίνεται φανερό από την ακόλουθη διάταξῃ: 


3 4 5 6 7 8 9 10 
5 7 9 11 13 15 17 19 

Ἐάν επομένως, ἡ ovyKpton tov 5 pe to 3 ερευνηθεί, θα 
βρεθεί εκείνος 0 επιμερής που ονομάζεται επιδιμερής, εφό- 
σον το 5 εμπεριέχει το όλον του 3 και επιπλέον δύο μέρη 
avtov, δηλαδή το 2. Αλλά αν συγκριθεί το 7 με το 4, ο λόγος 
θα είναι επιτριμερής, εφόσον TO 7 περιέχει TO όλον του 4 
και τρία μέρη avtod επιπλέον. Και στοὺς επόμενους αριθ- 
μούς, όλα Ta sidn επιμέρους αναλογίας θα βρίσκονται σε 
μια κανονική πρόοδο. 

Ο τρόπος όμως LE τον οποίο παράγεται καθένας από αυ- 
τούς επ' άπειρον είναι ο ἀκόλουθος. Εάν καθένας από τους 
όρους που σχηματίζουν την επιδιμερή κατάσταση διπλασια- 
στεί, θα παράγεται πάντοτε επιδιμερής κατάσταση. Ἔτσι, δι- 
πλασιάζοντας το 3 καὶ το 5, θα παραχθούν το 6 Kat to 10 
Kat οἱ ἀριθμοί αὐτοί θα σχηματίσουν ένα επιδιμερή λόγο. 
Av αὑτοί πάλι διπλασιαστούν, ἡ ίδια τάξη λόγου θα προκύ- 
ψει. Συνεχίζοντας λοιπόν κατά αὐτόν τον τρόπο επ' άπειρον, 
ῃ ίδια κατάσταση θα παραμένει. 


108 


BIBAIO ENA 


Tia va βρούμε τώρα επιτριμερείς καταστάσεις, OL πρώτοι 
επιτριμερείς 7 και 4 πρέπει να τριπλασιαστούν, οπότε αριθ- 
μοί avtod του είἰδους θα παραχθούν. Av πάλι οι παραχθέ- 
ντες τριπλασιαστούν εκ νέου, ο ίδιος λόγος θα σχηματιστεί. 

Me σκοπό επίσης va παράγουμξε επιτετραμερείς καταστά- 
σεις επ' άπειρον, OL πρώτες ρίζες αυτών, δηλαδή το 9 καὶ TO 
5, πρέπει να πολλαπλασιαστούν με το 4. Av TO γινόμενα av- 
τού του πολλαπλασιασμού επίσης τετραπλασιασμούς, ο ίδιος 
λόγος θα παρουσιαστεί. Ta άλλα sidyn ομοίως θα παρα- 
χθούν, αυξάνοντας κάθε φορά τις ρίζες με πολλαπλασιασμό. 
Ou αριθμοί στον παραπάνω πίνακα ονομάζονται ρίζες, διότι 
όλες OL προαναφερόμενες καταστάσεις (είδη) παράγονται α- 
πό αὐτούς. Στον επιδιμερή λόγο επίσης, επειδή ο μεγαλύτε- 
ρος περιέχει το μικρότερο και Ta δύο τρίτα αὐτού, ἡ κατά- 
στάση ονομάζεται επιδιμερής τρίτων. Ομοίως, ο επιτριμερής 
λόγος ονομάζεται επιτριμερής τετάρτων, επειδή ο μεγαλύτε- 
ρος περιέχει το μικρότερο και επιπλέον τρία τέταρτα αὑτού. 
Έτσι πάλι, ο επιτετραμερής ονομάζεται επιτετραμερής πέ- 
μπτῶν και οὔτω καθεξής. Συνεπώς ο λόγος TOV ονομάζεται 
επιδιμερής, μπορεί επίσης va ονομαστεί επιδίτριτος. Εκείνος 
που ονομάζεται επιτριμερής, μπορεί επίσης va ονομαστεί ε- 
πιτριτέταρτος. Και εκείνος που ονομάζεται επιτετραμερής, 
μπορξί ομοίους va ονομαστεί επιτετράπεμπτος. Και ονόματα 
μπορούν va παράγονται επ' άπειρον σύμφωνα LE την ἰίδια 
αντιστοιχία. 


KE®AAAIO XXI 


Σχετικά με τον πολλαπλασιεπιμόριο 
καὶ tov πολλαπλασιεπιμερή λόγο. 


Αὐτά επομένως είναι Ta απλά και πρώτα εἰίδη τῆς σχε- 
τικής ποσότητας. Yaapyovv όμως δύο άλλα sidn που συντί- 
θενται από αυτά, σαν από κάποιες αρχές. Αὐτά είναι ο πολ- 
λαπλασιεπιμόριος και ο πολλαπλασιεπιμερής καθώς και OL 
ακόλουθοι αυτών, ο ὑυποπολλαπλασιεπιμόριος καὶ ο VIOTOA- 
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λαπλασιεπιμερής. LE αυτούς, OMS στοὺς προαναφερθέντες 
λόγους, OL μικρότεροι αριθμοί Kat Ta είδη τοὺς ονομάζονται 
He τὴν πρόσθεση τῆς πρόθεσης ὑπό. Ac δούμε πὼς ορίζο- 
νται. Πολλαπλασιεπιμόριος λόγος παράγεται όταν ἕνας α- 
ριθμός, συγκρινόμενος με έναν άλλο, περιέχει αὐτόν περισ- 
σότερο από HLA φορά και επιπλέον ένα μέρος αὐυτού᾽ δηλαδή 
περιέχει το διπλάσιο ή το τριπλάσιο ή το τετραπλάσιο ή κά- 
ποιο GAAO πολλαπλάσιο αυτού, και ένα μέρος του επιπλέον, 
όπως το μισό, το ένα τρίτο, το ένα τέταρτο, ή κάποιο άλλο 
μέρος. Apa, ο λόγος αυτός συντίθεται και από τον πολλα- 
πλάσιο και από τον επιμόριο. O αριθμός, επομένως, που πε- 
ριέχει το διπλάσιο ενός άλλου αριθμού Kat το ένα δεύτερο 
αὐτού ονομάζεται διπλασιεφήμισυς. Εκείνος mov περιέχει TO 
διπλάσιο καὶ το ἕνα τρίτο, είναι διπλασιεπίτριτος. Εκείνος 
που περιέχει το διπλάσιο και το ένα τέταρτο, είναι διπλασιε- 
πιτέταρτος και οὕτω καθεξής. Ἐπίσης, εάν ἕνας αριθμός πε- 
ριέχει το όλον ενός άλλου τρεῖς φορές και το μισό, TO ένα 
τρίτο ή το ένα τέταρτο AVTOD, ονομάζεται τριπλασιεφήμισυς, 
τριπλασιεπίτριτος, τριπλασιεπιτέταρτος. Κατά τον ίδιο τρόπο 
ονομάζονται και οι ὑπόλοιποι. Και το πόσες φορές ο αριθ- 
μός εμπεριέχει το όλον του μικρότερου αριθμού, καθορίζε- 
ται ἀπό το είδος TOV πολλαπλάσιου αλλά όσον αφορά το 
συγκρινόμενο αριθμό mov περιέχει, θα χαρακτηριστεί σύμ- 
φῶνα HE μιὰ επιμόρια σύγκριση και κατάσταση. Παραδείγ- 
ματα αυτών είναι TA ακόλουθα. Διπλασιεφήμισυς λόγος εἰ- 
ναι αὐτός TOV 5 προς το 2, διότι TO 5 περιέχει TO 2 δύο φο- 
ρές, καθώς και το μισό αὐτού, που είναι To 1. Αλλά διπλα- 
σιεπιτέταρτος λόγος είναι αὐτός του 9 προς το 4. Και διπλα- 
σιεπίπεμπτος λόγος είναι αὐτός Tov 11 προς το 5. 


Ἐπίσης, αὐτοί ot λόγοι θα παράγονται πάντοτε, αν Ol α- 
ριθμοί που είναι φύσει άρτιοι και περιττοί, τοποθετούμενοι 
σε τάξη αρχίζοντας από το 2, 'συγκριθούν με τους περιττούς 
αριθμούς που αρχίζουν από το 5 δηλαδή αν ο πρώτος συ- 
γκριθεί με τον πρώτο, ο δεύτερος LE το δεύτερο, O τρίτος LE 
τον τρίτο, και οὕτω καθεξής όπως στον πίνακα που ακολου- 
θεί: 
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 
5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 
Αλλά av ot άρτιοι ἀριθμοί που τοποθετήθηκαν apyiCo- 
ντας από το 2 συγκριθούν με εκείνους που, αρχίζοντας από 
to 5, vmepBpatvovv ο ένας τον άλλο κατά 5, θα παραχθούν 
διπλασιεφημίσεις λόγοι όπως γίνεται φανερό από TOV ακό- 
λουθο πίνακα: 


Av ἡ ακολουθία mov αρχίζει από το 3, της οποίας οι α- 
ριθμοί υπερβαίνουν ο évacg τον άλλο κατά 3, συγκριθεί με 
εκείνη που ἀρχίζει από το 7, και της οποίας οι αριθμοί υ- 
περβαίνουν ο évac τον ἄλλο κατά 7, θα παράγει διπλασιεπί- 
τριτους λόγους, όπῶς παρακάτω; 


3 6 9 12 15 18 21 
7 14 2 28 35 42 49 


Ἐπίσης, αν Ta τετραπλάσια TOV φυσικών αριθμών 1, 2, 3, 
4, κιλπ., ἀαρχίζοντας από το 4, τοποθετηθούν σε τάξη και συ- 
γκριθούν με τους ἀριθμούς που αρχίζουν από το 9 και υπερ- 
βαίνουν ο ἕνας τον άλλο κατά 9, διπλασιεπιτέταρτοι λόγοι 
θα παραχθούν, καθώς είναι φανερό από τον ακόλουθο πίνα- 
κα: 


4 8 12 146 20 24 

9 18 27 36 45 54 
Αλλά to sidog Tov αριθμού που εἰναι τριπλασιεφήμισυς 
παράγεται όταν άρτιοι αριθμοί, ξεκινώντας από το 2, τοπο- 
θετηθούν σε τάξη Kat συγκριθούν μὲ μια ακολουθία αριθ- 


μών, που αρχίζουν από το 7 και ὑυπερβαίνουν ο ένας τον GA- 
ho κατά 7, ὀπὼῶς παρακάτω: 


2 4 6 8 10 12 14 
7 14 21 28 35 42 49 
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Kot εάν ot τριπλάσιοι TOV φυσικών αριθμών αρχίζοντας 
από το 3 συγκριθούν με μια ακολουθία αριθμών που αρχίζει 
από το 10 και τῆς οποίας οι ἀριθμοί ὑυπερβαίνουν o évac τον 
ἄλλο κατά 10, θα παραχθεί το είδος του τριπλασιεπίτριτου 
όπως ακολούθως: 


3 6 9 12 15 18 21 
10 20 30 40 50 60 70 
Κατευθύνοντας όμως την προσοχή pas στον πυθαγόρειο 
πίνακα του κεφαλαίου XIX, μπορούμε va αντιληφθούμε πα- 
ραδείγματα όλων αὐτών τῶν ειδών. Διότι όλες OL σειρές με- 
τά τὴν πρώτη θα παράγουν -όταν συγκριθούν με την πρώτη - 
όλα Ta είδη του πολλαπλάσιου λόγου. Ot αριθμοί της τρίτης 
σειράς, συγκρινόμενοι με εκείνους της δεύτερης, θα εμφανί- 
σοῦν ένα εἶδος επιμόριου λόγου. Εκείνοι της πέμπτης σει- 
ράς, συγκρινόμενοι με εκείνους τῆς τρίτης, παρουσιάζουν é- 
va είδος επιμέρους λόγου. Αλλά πολλαπλασιεπιμόριος λόγος 
θα παραχθεί όταν εκείνοι τῆς πέμπτης σειράς, ή εκείνοι της 
έἔβδομης, ἡ της éEvatns συγκριθούν με εκείνους της δεύτερης. 
Kot με τον τρόπο αυτό, αν ο πίνακας επεκταθεί επ' άἀπει- 
ρον, ἀπειρα είδη της ἀναλογίας αὐτής θα παραχθούν. Εἰίναι 
επίσης φανερό ότι οι ἀκόλουθοι αυτών τῶν λόγων εκφράζο- 
νται πάντοτε με τὴν πρόθεση υπό: όπως, για παράδειγμα, 
διπλάσιος υφημιόλιος, διπλάσιος υπεπίτριτος, διπλάσιος υ- 
πεπιτέταρτος και με τον ίδιο τρόπο όλοι OL ὑπόλοιποι. 


Πολλαπλάσιος επιμερής λόγος σχηματίζεται όταν ένας α- 
ριθμός, συγκρινόμενος με Evav άλλο, περιέχει ολόκληρο τον 
αριθμό περισσότερο από μια φορά, και δύο, τρία ή οσαδή- 
Tote άλλα μέρη αυτού, σύμφωνα μὲ το ξείδος TOD επιμέρους 
αριθμού. Edm επίσης, εξαιτίας αυτού που αναφέρθηκε προη- 
γουμένως, δε θα υπάρξουν δύο μισά, οὔτε δύο τέταρτα, ούτε 
δύο ἐκτα αντιθέτως θα vAdPEOvV δύο τρίτα, δύο πέμπτα, H 
δύο έἐβδομα. Ούτε θα είναι δύσκολο, σύμφωνα με TA παρα- 
δείγματα που παρατέθηκαν προηγουμένως, va ανακαλύψου- 
le αὐτούς τους αριθμούς. Αὐτοί ονομάζονται ἀνάλογα με Ta 
μέρη τους, διπλασιεπιδιμερής, διπλασιεπιτριμερής, διπλασιε- 
πιτετραμερής Kat οὕτω καθεξής. Και πάλι, ονομάζονται τρι- 
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πλασιεπιδιμερής, τριπλασιεπιτριμερής, τριπλασιεπιτετραμε- 
ρής και ομοίως. Ἔτσι το ὃ, συγκρινόμενο με το 3, παράγει 
ένα διπλασιεπιδιμερή λόγο. Το ίδιο συμβαίνει όταν το 16 
συγκριθεί με το 6, καθώς και με όλους εκείνους τους αριθ- 
μούς που ἀαρχίζοντας από το ὃ και ὑπερβαίνοντας ο évac τον 
άλλο κατά 8, συγκριθούν με εκείνους που αρχίζουν από το 3 
και ὑυπερβαίνουν ο ἕνας τον άλλο κατά 3. Ομοίως, θα εἰναι 
εὔκολο va βρεθούν άλλα μέρη αυτών τῶν αριθμών, σύμφωνα 
pe T μέθοδο που ἀαναφέρθηκε προηγουμένως. Και εδώ, επί- 
σῆς, OL μικρότεροι ἀριθμοί χαρακτηρίζονται με τὴν πρόθεση 
υπό, ὀπὼς υποδιπλασιεπιδιμερής, Ὀυποδιπλασιεπιτριμερής 
και HE παρόμοιο τρόπο οι ὑπόλοιποι. 


KE®AAAIO XXII 


Mia απόδειξη ὄτι κάθε aviodtnta 
προέρχεται από τισότητα. 


Απομένει πλέον va παραθέσουμε κάποιον ιδιαίτερα Ev- 
διαφέροντα κανόνα, ο οποίος ἀναφέρεται σε όλη TH δύναμη 
TS φύσης και THV πληρότητα τῶν πραγμάτων. Είναι μεγάλο 
πλεονέκτημα στὴν επιστήμη αὐτή va μὴν αγνοείται ότι H 
φύση του αγαθού εἰναι ορισμένη, ενώ εκείνη Tov κακού εἰ- 
ναι αόριστη. Ooo περισσότερο αόριστη είναι ἡ φύση του 
κακού, τόσο χειρότερο είναι αυτό. Μονάχα το αγαθό εἰναι 
αὐτό που εντυπούμενο ορίζει Kat δίνει συνοχή os εκείνο 
που εἰναι από μόνο του αόριστο. Συνεπώς στην ανθρώπινη 
ψυχή υπάρχει κάποιο ίχνος από το θεῖκό αγαθό, το οποίο 
μετριάζει την ανισότητα τῶν κινήσεων της. Αὐτό το ίχνος εἰ- 
ναι ἡ λογική δύναμη, με την οποία περιορίζουμξ τις μετρες 
τάσεις της επιθυμίας και τον ἀαναβρασμό του θυμού, TOV Kat 
τὰ δύο συμμετέχουν OTH φύση τῆς ανισότητας. Τούτο όμως 
θα γίνει φανερό, αν αποδείξουμε ότι OAG Ta είδη ανισότητας 
παράγονται από την 1OOTHTA, HE τέτοιο τρόπο ώστε αποκτώ- 
ντας σχεδόν τη δύναμη μιας μητέρας και μιας ρίζας, αὐτή η 
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loOTHTA εκδηλώνει WE προαιώνια αφθονία GAG ta είδη Kat 
τις τάξεις της ανισότητας. Ας πάρουμε λοιπόν τρεῖς ίσους 
όρους, δηλαδή τρεις μονάδες, ή τρία δυάρια, ή τρία τριάρια, 
YN τρία τεσσάρια, ή τρία από οποιονδήποτε άλλο αριθμό. Δι- 
ότι αὐτό που συμβαίνει σε κάποια τριάδα ὀρῶν, θα ισχύει 
και στις ὑυπόλοιπες. Γιὰ αὐτό, από τοὺς τρεις κανόνες που 
πρόκειται va δοθούν, θα φανεί ότι αρχικώς θα παραχθούν 
πολλαπλάσια: πρώτα διπλάσιοι, μετά τριπλάσιοι, κατόπιν τε- 
τραπλάσιοι, και οὕτω καθεξής. Και πάλι, αν τα πολλαπλάσια 
αντιστραφούν, από αὐτά θα προκύψουν επιμόριοι. Πράγματι 
από τους διπλάσιους θα προκύψουν ημιόλοι, από τους τρι- 
πλάσιους επίτριτοι, από τους τετραπλάσιους επιτέταρτοι Kat 
οι υπόλοιποι κατά τον ίδιο τρόπο. Αλλά από την αντιστροφή 
τῶν επιμόριων αναπόφευκτα θα παραχθούν επιμερείς λόγοι. 
Ἔτσι Mote ο επιδιμερής θα γεννάται από Tov ημιόλιο, ο ε8πι- 
τριμερής από τον επίτριτο καὶ O επιτετραμερής από τον επι- 
τέταρτο. ATO τοὺς προηγούμενους επιμόριους όμως, παρα- 
μένοντας σε μια ευθεία θέση και όχι ἀανεστραμμένη, θα προ- 
κύψουν πολλαπλασιεπιμόριοι, EVO πολλαπλασιεπιμερείς θα 
παραχθούν από τη θέση τῶν προηγούμενων επιμερών, εάν 
παραμένουν αμετάβλητοι. 

Ot τρεις κανόνες είναι ot ἀκόλουθοι. Ο πρώτος αριθμός 
πρέπει VA 1OOVTAL με τον πρώτο, αλλά ο δεύτερος va toovTaL 
ue TO άθροισμα Tov πρώτου Kat tov δεύτερου: καὶ ο τρίτος 
με TO άθροισμα του πρώτου, Tov διπλάσιου του δεύτερου, 
και του τρίτου. Όταν λοιπόν γίνει αὐτό σε ίσους όρους, οι 
ἀριθμοί που παράγονται από αὐτούς θα εἰναι διπλάσιοι. Και 
αν το ίδιο πράγμα γίνει με αὐτούς τους διπλάσιους, τριπλά- 
σιοι ἀριθμοί θα παραχθούν. Από τοὺς τριπλάσιους θα προ- 
κύψουν τετραπλάσιοι αριθμοί. Και έτσι ex’ άπειρον θα απο- 
καλύπτονται όλες οἱ πολλαπλάσιες μορφές του αριθμού. Ac 
πάρουμε λοιπόν τρεῖς ίσους όρους, δηλαδή τους 1, 1, 1. Στη 
δεύτερη σειρά ας θέσουμε τον πρώτο ico με τον πρώτο, δη- 
λαδή το 1. Ο δεύτερος θα τισούται με το άθροισμα Tov πρώ- 
του καὶ Tov δεύτερου, δηλαδή το 2. Kat ο τρίτος θα εἰναι 
ίσος με το άθροισμα Tov πρώτου, του διπλάσιου του δεύτε- 
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pov, και τοῦ τρίτου, δηλαδή με το 4. Και ἡ τάξη τῶν όρων 
θα δημιουργήσει μια διπλιάσια αναλογία, όπως παρακάτω: 


1 1 1 
12 4 

Ac κάνουμε τώρα To ίδιο πράγμα με τους διπλάσιους a- 
ριθμούς. Και ας είναι ο πρώτος ίσος με τον πρώτο, δηλαδή 
ue το 1. Και ο δεύτερος ίσος pe το άθροισμα του πρώτου Kat 
του δεύτερου, δηλαδή με το | Kat το 2, που κάνουν 3. Και o 
τρίτος ίσος με το ἀθροισμα Tov πρώτου, tov διπλάσιου Tov 
δεύτερου και Tov τρίτου, δηλαδή με το 9. Τότε θα εμφανι- 
στεί αυτός ο τύπος: 

1.2 4 

13 9 
Δηλαδή ot Opot mov παράγονται θα είναι σε μια avadoyia 
τρία προς ένα. Ακόμη παραπέρα, av το ίδιο πράγμα γίνει με 
τους τριπλάσιους αριθμούς, ἀμέσως θα παραχθούν τετρα- 
πλάσιοι όροι. Δηλαδή, ας είναι ο πρώτος ίσος με τον πρώτο, 
δηλαδή με το 1. Ac είναι ο δεύτερος ίσος με το άθροισμα 
πρώτου και δεύτερου, δηλαδή με το 4. Και ας είναι ο τρίτος 
ίσος με το άθροισμα του πρώτου, του διπλάσιου του δεύτε- 
pov Kat Tov τρίτου, δηλαδή με το 16, ὀόπὼῶς παρακάτω: 

1.3.9 

1 4 16 

Tia τοὺς υπόλοιπους aAvTOL OL TPEIG κανόνες πρέπει νὰ 
χρησιμοποιηθούν σύμφωνα με τούτο τον τύπο. 

Av OL@s, τὰ πολλαπλάσια που παράγονται από τους ί- 
σοὺς όρους, τοποθετηθούν σε μιὰ ἀαντίστροφη τάξη, και οἱ 
ίδιοι κανόνες εφαρμοστούν, θα παραχθεί ημιόλιος λόγος α- 
πό τους διπλάσιους ὀροῦυς: επίτριτος από τοῦς τριπλάσιους: 
επιτέταρτος από τους τετραπλάσιους, κιλπ. Tia παράδειγμα, 
ας πάρουμε τρεις διπλάσιους όρους που παράγονται από ί- 
σοῦς και ας τοποθετήσουμε τον τελευταίο πρώτο, δηλαδή: 


4 2 1 


As κάνουμε λοιπόν τον πρώτο va είναι ίσος με TOV πρώ- 
το, δηλαδή με το 4, το δεύτερο va είναι ίσος με το άθροισμα 
του πρώτου Kat Tov δεύτερου, δηλαδή με το 6. Και τον τρίτο 
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va είναι ίσος με το άθροισμα του πρώτου, Tov διπλάσιου TOV 
δεύτερου και του τρίτου, δηλαδή με το 9. 


421 
469 


Είναι φανερό ότι παράγεται NULALOG λόγος από τοὺς δι- 
πλάσιους ὀρους (σ.τιμ. δηλαδή 2. $y, 


Ex νέου, ας τοποθετήσουμε TOVSG προηγουμένους τριπλά- 
σιους όρους σξ μια αντίστροφη τάξη, δηλαδή 9, 3, 1. Ac εἰ- 
ναι λοιπόν ο πρώτος ίσος με τον πρώτο, δηλαδή με το 9. Και 
ο δεύτερος va είναι ίσος με το άθροισμα του πρώτου και του 
δεύτερου, δηλαδή pe το 12. Και ας ᾿τσούται ο τρίτος με το 
άθροισμα του πρώτου, Tov διπλάσιου Tov δεύτερου και του 
τρίτου, δηλαδή με το 16. 

9 3 1 
9 12 16 


Kat! αὐτόν tov τρόπο παράγεται το δεύτερο Eidoc επιμό- 
ριου αριθμού, δηλαδή ο επίτριτος. 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία και με τους τετραπλά- 
σιους αριθμούς, ο επιτέταρτος λόγος θα παραχθεί αμέσως, 
όπως είναι φανερό από την παρακάτω περιγραφή: 

14 4 1 
16 20 25 


Kot av to ίδιο πράγμα γίνει με όλα Ta μέρη πολλαπλα- 
σιαζόμενα επ' άπειρον, ἡ τάξη της επιμοριότητας θα παρου- 
σιαστεί αντιστοίχοως. 

Ἐπιπλέον, εάν Ol επιμόριοι που σχηματίστηκαν από αντι- 
στροφή, αντιστραφούν οι ίδιοι σύμφωνα με αὐτούς τους κα- 
νόνες, θα παραχθούν apéows επιμερείς λόγοι. Πραγματικά, 
από τον ημιόλιο θα παραχθεί ο επιδιμερής Kat από τον επί- 
τριτο O επιτριμερής λόγος. Ol υπόλοιποι επίσης θα παρα- 
χθούν σύμφωνα LE TO συνηθισμένο είἰδος ονομασίας, χωρίς 
κανένα νεωτερισμό στην τάξη. Ac τοποθετήσουμε λοιπόν 
τους επιμόριους ὡς εξής: 
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9 6 4 
Ac είναι λοιπόν ο πρώτος ίσος με Tov πρώτο, δηλαδή ps 
το 9. Και ο δεύτερος ίσος με TO ἀθροισμα τοῦ πρώτου και 
tov δεύτερου, δηλαδή pe to 15. Και ο τρίτος ίσος με το ά- 
θροισμα TOV πρώτου, Tov διπλάσιου του δεύτερου καὶ TOD 
τρίτου: 
9 6 4 
9 15 25 


Eivat φανερό ότι παράγεται επιδιμερής λόγος. 

Αλλά, αν pe τον ίδιο τρόπο αλλάξει ο επίτριτος λόγος, θα 
ἐμφανιστεί ο επιμερής. Ας αντιστρέψουμε λοιπόν τους επί- 
τριτους Opovs: 

16 12 9 


Ac είναι λοιπόν ο πρώτος ίσος με τον πρώτο, δηλαδή με 
to 16. Kato δεύτερος ίσος με το άθροισμα Tov πρώτου Kat 
του δεύτερου, δηλαδή με το 28. Kat ο τρίτος, με το άθροισμα 
του πρώτου, του διπλάσιου του δεύτερου και TOV τρίτου, δη- 
λαδή μὲ το 49. Και ο λόγος, όπως είναι φανερό, θα είναι 
επιτριμερής. 

16 1 9 
16 28 49 


Και πάλι, αντιστρέφοντας με τον ίδιο τρόπο τον επιτέταρ- 
το, ἡ επιτετραμερής αναλογία θα γεννηθεί ἀμέσως, όπως εἰ- 
ναι φανερό από την παρακάτω διάταξῃ: 

25 20 16 
25 45 81 


Τώρα απομένει va δείξουμε ότι από επιμόριους και επι- 
μερείς παράγονται πολλαπλασιεπιμόριοι και πολλαπλασιεπι- 
μερείς λόγοι. Tia αὐτό όμως, θα κάνουμε μονάχα δυο περι- 
γραφές. Διότι από τον ἡημιόλιο σξ μια ευθεία και χωρίς αντι- 
στροφή αναλογία θα παραχθεί διπλασιεπιμόριος λόγος. Δια- 
τάσσουμε τοῦς ημιόλιους ὀρους: 


4 6 9 
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Σύμφωνα LE TOV προηγούμενο τρόπο, O πρώτος εἰναι ίσος 
He TOV πρώτο, δηλαδή με το 4, ο δεύτερος ίσος με το άθροι- 
OLA TOV πρώτου Kat του δεύτερου, δηλαδή με to 10. Και o 
τρίτος, θα ἰισούται με το άθροισμα Tov πρώτου, του διπλά- 
σιου του δεύτερου και TOV τρίτου, δηλαδή με TO 25: 


4 6 9 
4 10 25 


Βλέπουμε ότι παράγονται διπλασιεφημίσεις λόγοι. 

Από τον επίτριτο λόγο, μὲ τοὺς όρους μη αἀνεστραμμέ- 
νους, θα παραχθεί ο διπλασιεπίτριτος, όπῶς φαίνεται από 
τὴν παρακάτω διάταξῃ: 

9 12 16 
9 21 49 


Av OHMS EOTIGOODLE τὴν προσοχή μας στοὺς επιμόριους 
λόγους και τοποθετήσουμε τοὺς ὄρους αυτών σύμφωνα LE 
τους προηγούμενους κανόνες, θα βρούμε va παράγονται 
πολλαπλασιεπιμερείς σε μια τακτική ακολουθία. Διότι προ- 
χωρώντας σύμφωνα LE τοὺς κανόνες στον τύπο αὑτό TOD επι- 
μέρους, δηλαδή 9, 15, 25, θα παραχθούν οι διπλασιεπιδιμε- 
ρείς λόγοι 9, 24, 64. Και από τοὺς επιτριμερείς λόγους 16, 
28, 49, οι διπλασιεπιτριμερείς θα παραχθούν, δηλαδή 16, 44, 
121. Με avtov τον τρόπο πολλαπλασιεπιμόριοι ή πολλαπλα- 
σιεπιμερείς λόγοι προκύπτουν από επιμόριους ή επιμερείς 
λόγους. Είναι λοιπόν φανερό ότι ἡ ισότητα είναι ἡ αρχή ό- 
λῶν τῶν ανισοτήτων, αφού όλα Ta άνισα γεννιούνται από 
αὐτήν. 
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1. Ala πασών (χορδών) συμφωνίαξηῃ αρμονία τῶν τόνων πρώτου 
καὶ τελευταίου της κλίμακας. Δια τεσσάρων (χορδών) συμφω- 
νίαξη αρμονία τῶν τόνων πρώτου καὶ τέταρτου της κλίμακας. 
Διὰ πέντε (χορδών) συμφωνίαξη αρμονία τῶν τόνων πρώτου 
καὶ πέμπτου της κλίμακας. 

2. Βλέπε Ἰάμβλιχο στο Περί τῆς Νικομάχου Αριθμητικής Εἰσα- 
γωγής, σελ. 11. 

3. Αὐτός είναι ο ορισμός tov Ευκλείδη για τή μονάδα στο 70 βι- 
βλίο τῶν Στοιχείων του. 


4. Βλέπε Θέωνα Σμυρναίου, Τῶν κατά το Μαθηματικόν Χρησί- 
Lov εἰς τὴν Πλάτωνος Ανάγνωσιν, σελ. 23. 


5. Ὁ Αρχύτας Kat ο Φιλόλαος, καθώς πληροφορούμαστε από το 
Θέωνα, αποκαλούσαν άνευ διάκρισης, To ἕνα μονάδα, καὶ τη 
μονάδα ένα. Σύμφωνα όμως LE τοὺς ἀάριστους τῶν Πλατῶνι- 
στών, Πρόκλο, Δαμάσκιο, K.a, στις θείες φύσεις ἡ μονάδα εἰ- 
ναι εκείνη που περιέχει το διαχωρισμένο και ταυτόχρονα TO EK 
βαθέων ενωμένο πλήθος: ενώ το ἕνα είναι ἡ κορυφή τῶν πολ- 
λών, έτσι ὥστε το Eva είναι ἁαπλούστερο από τη μονάδα. Παρα- 
τηρήστε επίσης ότι στο αἰσθητό σύμπαν ἡ πρώτη μονάδα εἰναι 
0 ίδιος ο κόσμος, TOV εμπεριέχει όλο TO πλήθος Tov οποίου 
είναι ἡ αἰτία (σε σύμπραξη με τὴν αἰτία τῶν πάντων). Η δεύτε- 
pn μονάδα είναι ἡ αψεγάδιαστη σφαίρα. Κατά τρίτον ακολου- 
θούν οι σφαίρες τῶν πλανητών, που καθεμία τους είναι επίσης 
μια μονάδα, συμπεριλαμβάνοντας ἕνα κατάλληλο πλήθος. Kot 
κατά τέταρτον και τελευταίο, είναι όλες OL σφαίρες τῶν στοι- 
χείων, που είναι κατά évav ὀμοιο τρόπο μονάδες. Ομοίως, όλες 
αὐτές οἱ μονάδες ονομάζονται ολότητες καὶ ἔχουν αἰώνια ύ- 
παρξῃ. 
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Απεικονίζοντας τη διαίρεση ὡς εξής: 
j 2 3 4 5 


καταλαβαίνουμε πὼς ἡ γραμμή ὡς διάστημα χωρίζεται στα διά- 
φορα μέρη της και μπορεί όντως va παρατηρήσει κανείς ότι TO 
μέγεθος τῶν διαστημάτων ελαττώνεται, όταν αὐξάνεται ἡ ποσό- 
THT τους (Σ.τ.μ.). 

Η διασαφήνιση τῶν όρων γίνεται από τον ίδιο το συγγραφέα 
στις σημειώσεις που παραθέτει στο τέλος του βιβλίου (Σ.τ.μ.). 
Και αν διαιρεθεί σε 6 και 4, καθένα από τα μέρη της διαίρεσης 
είναι ἀρτιο. 

Ἡμιόλιος: είναι αὐτός που περιέχει το όλο καὶ το μισό αυτού. O 
λόγος 3/2 είναι ἡμιόλιος γιατί ισούται με 14/2 Ἐπίτριτος: αὐτός 


TOV περιέχει το όλο καὶ TO ἕνα τρίτο αυτού. Ο λόγος 4,3 είναι 
επίτριτος γιατί ισούται με 1+1/3. Επιτέταρτος: αυτός που περιέχει 
το όλο και το ένα τέταρτο αυτού. Ο λόγος 5/4 είναι επιτέταρτος 
γιατί ισούται με 1+1/4. Και οὐτω καθεξής. 


Χρησιμοποιήθηκαν ta λήμματα tov λεξικού Η. Lidell-R. Scott. 
Αναλυτικότερα παρουσιάζονται σε επόμενα κεφάλαια TOV πρώ- 
tov βιβλίου του παρόντος έργου (Σ.τ.μ.). 


10. Βλέπε Θέωνα Σμυρναίο, Τῶν κατά to Μαθηματικόν Χρησίμων 


11. 
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εἰς τὴν Πλάτωνος Ανάγνωσιν, σελ. 29, «An. 

Σκέφτηκα ότι μιὰ παρόμοια ιδιότητα θα μπορούσε va βρεθεί 
στις AKOAOVBiEs, που Ot όροι τους βρίσκονται σε αναλογία τρία 
προς ένα, τέσσερα προς ἕνα, πέντε προς ἕνα, κιλπ. Ανακάλυψα 
ότι εάν στην ἀκολουθία που ot pol της βρίσκονται σε αναλο- 
γία τρία προς ένα, κάθε όρος διπλασιαστεί, το άθροισμα όλων 
τῶν ὀρῶν εκτός TOV τελευταίου θα τσούται LE τον τελευταίο ό- 
po μείον 1. Ἔτσι, στην ακολουθία 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, κλπ, 
εόν κάθε ὀρος διπλασιαστεί, ἡ ακολουθία θα γίνει 2, 6, 18, 54, 
162, 486, κιλπ. Και 2:6 = 8, to οποίο είναι λιγότερο από το 9 
κατά 1. Ex νέου 2 + 6+18 = 26, το οποίο είναι λιγότερο από TO 
27 κατά 1. Kot 2 + 6+18+54=80, to οποίο είναι λιγότερο από 
to 81 κατά 1. Και οὕτω καθεξής και σε ἄλλα παραδείγματα. 
Αλλά σε μια ἀκολουθία που ot όροι της βρίσκονται σε αναλο- 
γία τέσσερα προς ένα, κάθε όρος πρέπει να τριπλασιαστεί. LE 
μια αναλογία πέντε προς ἕνα, OL OPOL πρέπει Va τετραπλασια- 
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στούν σε μιὰ ἀναλογία é&1 προς ένα, va πενταπλασιασθούν. H 
ίδια ιδιότητα θα ισχύει πάντα. 


. Είναι φανερό ότι καθένας από τοὺς όρους στην ἀναλογία δύο 


προς ἕνα είναι ἐλαττούμενος ή ελλιπής, γιατί το άθροισμα τῶν 
μερών Tov είναι μικρότερο από το σύνολο. Και από όσα ἔχουμε 
δείξει, αὐτό είναι φανερό a fortiori στις ἀκολουθίες τρία προς 
ένα, τέσσερα προς ένα, κ.λπ. 


Στον αρτιάκις άρτιο αριθμό μονάχα TO ελάχιστο μέρος, δηλαδή 
ἡ μονάδα, δεν επιδέχεται διαίρεση: αντιθέτως, στον αρτιοπέ- 
plooo αριθμό μονάχα ο μεγαλύτερος άκρος δέχεται διαίρεση., 
δηλαδή ο αριθμός ολόκληρος. Ἔτσι, το 10 μπορεί να διαιρεθεί 
os δύο toa μέρη, αλλά σε αὐτά Ta μέρη ἡ διαίρεση σταματά. 
Apa στον αριθμό αὐτό ἡ διαίρεση σταματά στο μεγαλύτερο μέ- 
ρος, ενώ, αντιθέτως, στον αρτιάκις άρτιο αριθμό σταματά στο 
ελάχιστο μέρος, τη μονάδα. 


Δηλαδή από μονάδες που όταν προστεθούν, σχηματίζουν έναν 
αριθμό και αὐτός ο αριθμός πολλαπλασιάζεται με τη μονάδα. 


O Βοήθιος ισχυρίζεται ότι ot τέλειοι ἀριθμοί λήγουν πάντα ε- 
ναλλάξ σε 6 και σε ὃ. Αὐτό όμως ισχύει μόνο για τοὺς πρώτους 
τέσσερις και όχι για τους ὑυπόλοιπους. 


Θεωρήσαμε καλύτερο νὰ χρησιμοποιήσουμε τοὺς ίδιους όρους 
που χρησιμοποιεί o Ιάμβλιχος στο épyo του Περί της Νικομά- 
you Αριθμητικής εἰισαγωγής. Πολλαπλασιότηταξτο αφηρημένο 
ουσιαστικό του πολλαπλάσιος (Από το λεξικό Η. Lidell, R. 
Scott) (Σ.τ.μ.). 


Με τον όρο εκ φύσεως τριπλάσιοι αριθμοί, θα πρέπει Va εννοη- 
θούν οι τριπλάσιοι της φυσικής ακολουθίας 1, 2, 3, 4, 5 KAZ. 
Ομοίως ot εκ φύσεως διπλάσιοι, τετραπλάσιοι K.AT., είναι OL 
διπλάσιοι, τετραπλάσιοι κιλπ. αυτής της ακολουθίας. 
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KE®AAAIO 1 


Πώς μπορεί ἡ aviodtnta va αναχθεί σε ισότητα. 


a” προηγούμενο βιβλίο δείξαμε πώς όλη η ουσία της a- 
νισότητας προέρχεται από THV ᾿τσότητα, που είναι ἡ αρχή 
τῆς φύσης της. OAG τα πράγματα συντίθενται κυρίως από τα 
επονομαζόμενα στοιχεία καὶ WE THV ἀανάλυση ἀνάγονται σε 
αὐτά. Έτσι, επειδή Ta γράμματα εἰναι Ta στοιχεία του λόγου, 
ο συνδυασμός TOV συλλαβών προέρχεται από αὐτά και κα- 
ταλήγει σε αὐτά, σὰν Va ενώνονται τα άκρα. O ἤχος επίσης 
κατέχει την ίδια δύναμη στη μουσική. Και ο καθένας γνωρί- 
ζει ότι τέσσερα στοιχειώδη σώματα συγκροτούν τον κόσμο. 
Αλλά μια ἐσχάατήῆ ανάλυση πραγματοποιείται και πάλι στὰ 
τέσσερα αὐτά στοιχεία. Ἐπειδή λοιπόν παρατηρούμε ότι όλα 
τα είδη της ανισότητας προέρχονται από THV ενοποιητική φύ- 
On της ισότητας, είναι ἀπαραίτητο ἡ ανισότητα va αναχθεί 
και πάλι από εμάς σε ισότητα, δηλαδή σε κάποιο στοιχείο 
του κατάλληλου είδους της. ALTO πραγματοποιείται με TH 
χρησιμοποίηση τριών κανόνων, ἡ τέχνη SE της ανάλυσης εἰ- 
ναι ἡ ακόλουθη. Παίρνουμε τρεις όρους mov εἰναι άνισοι, 
αλλά αναλογικά συντεταγμένοι, δηλαδή ο μέσος va ἔχει τον 
ίδιο λόγο προς το πρώτο όρο μὲ εκείνον Mov ἔχει ο τελευ- 
ταίος όρος προς το μέσο. Le κάθε λόγο ανισότητας, sits σε 
πολλαπλάσιους, είτε σε επιμόριους, site σε επιμερείς, είτε 
στους παραγόμενους από αὐτούς, δηλαδή σε πολλαπλασιεπι- 
μόριους, ή πολλαπλασιεπιμερείς, ἡ ίδια ἀαναμφισβήτητη μέ- 
θοδος πρέπει να ακολουθηθεί. Δεδομένων λοιπόν αυτών τῶν 
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τριών OPV, ο πρώτος όρος πρέπει va τοποθετηθεί ὡς πρώ- 
τος. Ο δεύτερος όρος πρέπει Va εἶναι το υπόλοιπο της αφαί- 
PEON του πρώτου από το μέσο OPO. Και ο τρίτος όρος πρέπει 
va βρεθεί ὡς εξής: αφαιρούμε τον πρώτο OPO από τον τρίτο 
καὶ από το υπόλοιπο τοῦς ἀαφαιρούμε το διπλάσιο του ήδη 
προσδιορισθέντος δεύτερου ὀρου: το ὑυπόλοιπο θα είναι ο 
τρίτος όρος. Me τη διαδικασία αὐτή ἡ αναλογία θα ελαττω- 
θεί. Ἔτσι, αν ἡ αρχική αναλογία είναι τέσσερα προς ένα, θα 
ελαττωθεί σε τρία προς ένα, μετά σε δύο προς ἕνα καὶ τελι- 
κά θα αναχθεί σε ἰσότητα. Αποδεικνύοντας ότι τούτο ισχύει 
σε κάθε πολλαπλάσια αναλογία, θα είναι εὐκολο va εφαρ- 
μοστεί To ίδιο και στὰ άλλα είδη ανισότητας. 

Ac πάρουμε λοιπόν τρεις όρους που συνδέονται με τὴν 
avadoyia τέσσερα προς ένα, δηλαδή 8, 32, 128. Από το μέσο 
όρο, το 32, αφαιρούμε τον πρώτο Opo 8. Το υπόλοιπο είναι 
to 24. Τοποθετούμε επομένως To ὃ ὡς πρώτο Kat το 24 ὡς 
δεύτερο Opo. Από τον τρίτο όρο 128, αφαιρούμε τον πρώτο 
όρο ὃ, καθώς και διπλασιασμένο το δεύτερο, δηλαδή δυο 
φορές το 24, οπότε ἔχουμε υπόλοιπο 72. Συνεπώς οι τρεις 
όροι θα είναι 8, 24, 72 και n avadoyia τέσσερα προς éva θα 
έχει ἀναχθεί σε τρία προς ἕνα. 

Ἐφαρμόζοντας την ίδια μέθοδο σε αὐτούς τοῦς τρεις ό- 
ρους, ἡ ἀναλογία τρία προς ένα θα avayOst σε δύο προς 
ένα. Δηλαδή, ο πρώτος θα sivat ίσος με τον πρώτο, δηλαδή 
pe το 8. Από το δεύτερο αφαιρούμε τον πρώτο και ἀπομένει 
to 16. Και από τον τρίτο 72, αφαιρούμε τον πρώτο, δηλαδή 
to 8, Kat δυο φορές τον εναπομείναντα δεύτερο, δηλαδή το 
16 χ 32, οπότε απομένει το 32. Ot τρεῖς όροι θα εἶναι τώρα 
8, 16, 32: και ἡ κατάσταση θα ἔχει ελαττωθεί σε μια αναλο- 
γία δύο προς ένα. 

Me τὴν ίδια πορεία όμως, αὐτοί ot όροι θα ελαττωθούν 
ὡς την ισότητα. Γιατί ο πρώτος θα είναι ίσος με τον πρώτο, 
δηλαδή με το 8. Από το 16 αφαιρούμξε 8 και ἀπομένει το 8. 
Και από τον τρίτο όρο 32, αφαιρούμε το πρώτο 8, και δυο 
φορές τον δναπομείναντα δεύτερο, δηλαδή δυο φορές το 8, 
οπότε θα απομείνει το ὃ. Exopévac, ot τρεῖς όροι θα γίνουν 
pe ἀαναγωγή 8, 8, 8. 
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Ta άλλα sidy ανισότητας επίσης με την ίδια διαδικασία 
θα αναχθούν σε ισότητα. Συνεπώς μπορεί αναμφίβολα va v- 
ποτεθεί OTL όπὼς ἡ μονάδα είναι ἡ ἀρχή Kat το στοιχξείο της 
ποσότητας TOV ὑπάρχει από μόνη τῆς, έτσι ἡ ἰσότητα είναι H 
μητέρα της σχετικής ποσότητας. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο II 


Σχετικά μὲ τὴν εύρεση τῶν αριθμών τῆς ίδιας αναλογίας 
ποῦ προηγούνται σε κάθε apiOud περιγραφή avtdv 
καὶ ἐἔκθεση τῆς περιγραφής. 


Ὑπάρχει ὀμῶς κάποιο βαθυστόχαστο και θαυμαστό θεώ- 
ρημα, εννοιόφατον θεώρημα, ὀπὼς λέει ο Νικόμαχος, ἕνα 
θεώρημα πλήρους διανοητικής σύλληψης, χρήσιμο για τὴν 
κατανόηση τῆς πλατωνικής γένεσης τῆς ψυχής στον Τ7ίμαιο 
καὶ τῶν διαστημάτων τῆς αρμονικής εὐταξίας. Διότι στον Ti- 
μαιο καλούμαστε νὰ παράγουμξ και VO επεκτείνουμξ τρεῖς ή 
τέσσερις ἡμιόλιους, κάποιους επίτριτους λόγους και επιτέ- 
ταρτες συγκρίσεις. Προκειμένου όὀμῶς va μὴν υποβαλλόμα- 
στε στο μεγαλύτερο κόπο χωρίς κανένα όφελος, είναι τώρα 
αναγκαίο va ἐρευνήσουμξε πόσους επιμόριους ἔχει κάθε πολ- 
λαπλάσιο για ακόλουθούς του. Διότι όλα Ta πολλαπλάσια θα 
είναι OL NYETEG σε τόσες όμοιες αναλογίες, όσον αὑτά τα ί- 
δια anéyovv από TH μονάδα. Όμοιες αναλογίες είναι εκεί- 
νες που ἔχουν τον ίδιο σταθερό λόγο και ονομασία. Το νόη- 
μα ὡστόσο τῶν πολλαπλάσιων TOV είναι NYETES OLOLWV ανα- 
λογιών sivat το ακόλουθο: το διπλάσιο, όπὼς ἐέχουμε παρα- 
τηρήσει, παράγει πάντοτε ημιόλιους λόγους, το τριπλάσιο εἰ- 
Val ο NYETHS τῶν επίτριτων, ενώ το τετραπλάσιο τῶν επιτέ- 
ταρτῶν λόγων. 

To πρώτο διπλάσιο, επομένως, θα ἔχει μόνο évav ημιό- 
λιο, το δεύτερο Ba ἔχει δύο, το τρίτο τρεῖς, TO τέταρτο τέσ- 
σερις και σύμφωνα HE αὐτή THV τάξη θα υπάρχει ἡ ίδια 
πρόοδος επ' ἄπειρον. Είναι δηλαδή αδύνατον ἡ θέση που 
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έχει TO πολλαπλάσιο ὡς προς TH μονάδα va ὑπερβαίνει ή va 
πυπολείπεται Tov αριθμού τῶν σχηματιζόμενων αναλογιών. 
Το πρώτο διπλάσιο, επομένως, είναι ο δυαδικός αριθμός, 
δηλαδή το 2, το οποίο δέχεται μόνο έναν ημιόλιο, δηλαδή το 
3. Διότι το 2 όταν συγκριθεί με το 3, παράγει έναν ημιόλιο 
λόγο. Ο αριθμός 3, όμως, επειδή Sev ἔχει μισό, δεν μπορεί 
va συγκριθεί με κανένα άλλο αριθμό σε Evav ημιόλιο λόγο. 
Αλλά το 4 είναι ο δεύτερος διπλάσιος. Αὐτός επομένως εἰ- 
Val ο ἡγέτης δύο ημιόλιων αριθμών. Διότι το 6 συγκρινόμενο 
HE αὐτόν είναι ημιόλιος: και στο 6, επειδή αὐτό ἔχει μισό, TO 
9 είναι ημιόλιος. Apa, ὑπάρχουν δύο ημιόλιοι, δηλαδή στο 4 
το 6 και στο 6 το 9. Αλλά το 9, επειδή SEV ἔχει μισό, απο- 
κλείεται ATO αὐτή TH σύγκριση. O τρίτος διπλάσιος είναι TO 
ὃ. Αὐτός επομένως είναι ο NYETHS τριών ημιόλιων. Διότι ο 
αριθμός 12 συγκρίνεται με τούτον σε αὐτό το λόγο, με το 12 
o 18 καὶ pe tov 18 ο 27. Αλλά ο 27 δεν ἔχει μισό. Το ίδιο 
πράγμα θα συμβεί ἀαναγκαστικά καὶ σε άλλους αριθμούς, ό- 
πὼς γίνεται φανερό στον ακόλουθο πίνακα: 


1 2 3 8 16 32 
3 6 12 24 48 

9 18 36 72 

27 54 105 

81 162 

243 


Συμβαίνει ὃς πάντοτε, λόγω μιας θεϊκής Kat όχι ανθρώπι- 
νης τάξης, ο τελευταίος ἡμιόλιος αριθμός va απέχει από τον 
ηγέτη του τόσο όσο ο ἡγέτης του από TH μονάδα. Ἔτσι το 9 
είναι ο δεύτερος ἡμιόλιος από το 4 Kat το 4 είναι ο δεύτερος 
διπλάσιος από to |. Ἐπίσης, to 27 είναι ο τρίτος ημιόλιος 
από το 8 και το ὃ είναι ο τρίτος διπλάσιος από το 1. Το ίδιο 
και οι ὑπόλοιποι. Επίσης, ο τελευταίος ημιόλιος είναι πάντο- 
TE αδύνατο va χωριστεί σε δύο toa μέρη. 

To ίδιο πράγμα επίσης συμβαίνει στους τριπλάσιους α- 
ριθμούς, διότι από αυτούς γεννιούνται o1 επίτριτοι. Ἔτσι, &- 
πειδή το 3 είναι ο πρώτος τριπλάσιος αριθμός, ἔχει έναν ε- 
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πίτριτο, το 4, 0 οποίος, επειδή δεν ἔχει Eva τρίτο μέρος, OTE- 
ρείται ενός επίτριτου αριθμού. Αλλά ο δεύτερος τριπλάσιος 
αριθμός, το 9, ἔχει για επίτριτο τον αριθμό 12. Και το 12, 
ἐπειδή ἔχει Eva τρίτο μέρος, ἔχει επίτριτο to 16, το οποίο 
στερείται ενός τρίτου μέρους. Ο αριθμός 27 όμως, επειδή εἰ- 
ναι ο τρίτος τριπλάσιος, έχει για επίτριτο το 36, το οποίο 
συγκρίνεται μὲ το 48 στην ίδια ἀναλογία καὶ το 48 ἔχει επί- 
ons évav επίτριτο, το 64- Αλλά το 64 δεν ἔχει επίτριτο, ε- 
πειδή δὲν ἔχει τρίτο μέρος. Oa βρεθεί λοιπόν σε όλους τους 
τριπλάσιους αριθμούς ότι από τον τελευταίο αριθμό στην ί- 
δια αναλογία προηγούνται τόσοι ἀριθμοί, όσοι προηγούνται 
TOV πρώτου από αὐτούς από TH μονάδα: Kat ότι είναι αδύνα- 
τον αὐτός Va χωριστεί σε τρία ίσα μέρη: 


1 3 9 27 81 243 
4 12 36 108 324 

16 48 144 432 

64 192 576 

256 768 

1024 


Η περιγραφή τῶν τετραπλάσιων αριθμών γίνεται σύμφω- 
va με το ακόλουθο σχέδιο, το οποίο θα γίνει ἀμέσως αντιλη- 
ITO σε εκείνους που ἔχουν κατανοήσει όσα έχουν ήδη ειπῶ- 
θεί. Και το ίδιο πράγμα θα συμβαίνει και σε όλα τὰ άλλα 
πολλαπλάσια. 


1 4 16 64 256 1024 

5 20 80 322 1280 

25 100 400 1600 

125 500 2000 

625 2500 

3125 
Γίνεται ἑπομένως φανερό, με βάση τὴν προηγούμενη α- 
πόδειξη, ότι TA πολλαπλάσια προηγούνται όλων τῶν επιμό- 


ριῶν, αφού αὐτά παράγουν διπλασιεφημίσεις, τριπλασιεπί- 
TPITOVSG κιλπ.: και ότι όλα TA πολλαπλάσια παράγουν όλους 
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τους επιμόριους OF μιὰ κανονική ακολουθία. Είναι επίσης 
αξιοθαύμαστο στοὺς αριθμούς αὐτούς ότι όπου, όπως στον 
πρώτο πίνακα, ἡ πρώτη σειρά αποτελείται από αριθμούς που 
είναι διπλάσιοι, και οι επόμενες σειρές θα αποτελούνται ε- 
πίσης από διπλάσιους. Αν εκείνοι της πρώτης σειράς εἰναι 
τριπλάσιοι, όπῶς στο δεύτερο πίνακα, εκείνοι OTIC επόμενες 
σειρές θα είναι επίσης τριπλάσιοι. Av είναι τετραπλάσιοι 
στὴν πρώτη σειρά, ὀπῶὼς στον τρίτο πίνακα, εκείνοι OTIC επό- 
μενες σειρές θα είναι τετραπλάσιοι: καὶ TO ίδιο και στὰ άλ- 
λα πολλαπλάσια επ' ἀπειρον. Ομοίως, όλοι οι γωνιακοί α- 
ριθμοί είναι ἀαναγκαστικά πολλαπλάσια. Και πραγματικά α- 
TO τις διπλάσιες σειρές, οι γωνιακοί αριθμοί θα είναι τρι- 
πλάσιοι: και από τις τριπλάσιες, τετραπλάσιοι: από τις τε- 
τραπλάσιες, πενταπλάσιοι. Συνεπώς όλα Ta πράγματα θα 
συμφωνούν HE τοὺς εαυτούς τους, κατ' ἀναλογία προς μιὰ 
αἀπαράλλακτη τάξη. 


KE®AAAIO III 


Η μέθοδος εύρεσης τῶν επιμόριων διαστημάτων από 
τὰ οποία παράγεται to πολλαπλάσιο διάστημα. 


Av, επομένως, ενωθούν ta δύο πρώτα επιμόρια εἰίδη, 
προκύπτει το πρώτο εἰδος πολλαπλασιότητας. Γιατί κάθε λό- 
γος δυο προς ἕνα συντίθεται από τον ημιόλιο και τον επίτρι- 
TO’ καὶ όλοι οι ημιόλιοι και OL επίτριτοι λόγοι από ένα λόγο 
δυο προς ἕνα. Δηλαδή το 3 είναι ἡμιόλιος του 2 και To 4 
είναι επίτριτος του 3: kat το 4 είναι το διπλάσιο του 2. 


ἡμιόλιος επίτριτος 
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Apa, ο ημιόλιος καὶ ο επίτριτος συνθέτουν ένα λόγο δύο 
προς ένα. Εν συντομία, εάν vadpyovv δυο αριθμοί, ο ένας 
εκ τῶν οποίων εἰναι το διπλάσιο του άλλου, ανάμεσα τους 
ένας μόνον μέσος μπορεί va βρεθεί, ο οποίος είναι ημιόλιος 
ὡς προς TO Eva άκρο και επίτριτος ὡς προς το άλλο. Ἔτσι 
av το 4 τοποθετηθεί ἀνάμεσα στο 6 και το 3, δηλαδή ανάμε- 
σα of ἕνα διπλάσιο και ἕνα μισό, συγκρινόμενο με το 3 σχη- 
ματίζει évav επίτριτο λόγο, ενώ με το 6 ἕναν ημιόλιο. 


3 4 6 
ἘΞΞΞΞΏ Ξ:Σ. :.-- ee 


επίτριτος ἡμιόλιος 


Σωστά επομένως λέγεται ότι ο λόγος δυο προς ἕνα συντί- 
θεται από τον ημιόλιο καὶ τον επίτριτο, και ότι αὐτά τὰ δύο 
είδη επιμόριου λόγου γεννούν το λόγο δύο προς ένα, δηλαδή 
TO πρώτο εἰδος του πολλαπλάσιου. 

Και πάλι, από το πρώτο είδος του πολλαπλάσιου και από 
τον πρώτο επιμόριο, δηλαδή τον ημιόλιο, σχηματίζεται το 
δεύτερο είδος του πολλαπλάσιου, δηλαδή ο τριπλάσιος αριθ- 
μός. Διότι το 12 είναι το διπλάσιο του 6 Kat το 18 είναι επί- 
τριτος oto 12 Kat το τριπλάσιο του 6. 


6 12 18 
ν----.-ς-.-.θθθ..-...-.. 


διπλάσιος ἡμιόλιος 


Ἐάν, επίσης, ἀνάμεσα στοὺς ίδιους αριθμούς 6 και 18, το- 
ποθετηθεί το 9 ὡς μέσο, αὐτό θα είναι ημιόλιο ὡς προς το 6 
και υποδιπλάσιο ὡς προς το 18: καὶ To 18 εἶναι τριπλάσιο 
στο 6. 


6 9 18 
a τοὦοὡοὦοχ ς--.... 
ἡμιόλιος ᾽πυποδιπλάσιος 
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Από TO διπλάσιο και TOV NHLOALO επομένως, προκύπτει O 
λόγος τρία προς ένα και σε αὐτούς ανάγεται πάλι με τὴν 
ανάλυση. Αλλά av ο τριπλάσιος αριθμός, που είναι το δεύτε- 
po είδος του πολλαπλάσιου, συνδυαστεί με το δεύτερο είδος 
του επιμόριου, δηλαδή τον επίτριτο, ἡ μορφή Tov τετραπλά- 
σιου θα παραχθεί ἀμέσως και θα διαλυθεί πάλι μέσω ενός 
φυσικού διαχωρισμού στα ίδια μέρη, σύμφωνα με τον τρόπο 
που επιδείχθηκε προηγουμένος. 


3 9 12 
κεῖτ A 00 


τριπλάσιος επίτριτος 


Αλλά από τον τετραπλάσιο και τον επιτέταρτο, θα σχημα- 
τιστεί ἀμέσως ο λόγος πέντε προς Eva. 


4 16 20 
WA 


τετραπλάσιος επιτέταρτος 


Και από τον πενταπλάσιο και τον επίπεμπτο, ο λόγος ἕξι 
προς ένα θα προκύψει. 


5 25 30 
OA 


πενταπλάσιος επίπεμπτος 
Σύμφωνα λοιπόν με αὐτή την πρόοδο, θα παραχθούν όλα 
ta sid] τῶν πολλαπλάσιων χωρίς καμία αλλαγή της σταθε- 


ρής τάξης. 
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KE®AAAIO IV 


Σχετικά PE τὴν ποσότητα Nov υπάρχει από μόνη TNS, 
ἢ οποία μελετάται σε γεωμετρικά σχήματα, κιλπ. 


Έως τώρα παρουσιάσαμξ LE ιτικανοποιητική πληρότητα ό- 
σα αἀφορούν TH σχετική ποσότητα. Ακολούθως θα συζητή- 
σοῦυμξ κάποιες λεπτομέρειες σχετικά μὲ τὴν ποσότητα που 
υφίσταται ATO μόνη τῆς και SEV ἀναφέρεται σε κάποιο άλλο 
πράγμα, οι οποίες ίσως βοηθήσουν όταν επανέλθουμε αργό- 
TEPA OT] σχετική ποσότητα. Διότι ἡ θεωρία της μάθησης επι- 
θυμεί κατά κάποιον τρόπο va γνωρίζει THV εναλλασσόμενη 
απόδειξή της. Η παρούσα ενασχόληση μας ὀμῶς αφορά τους 
αριθμούς που υφίστανται σε γεωμετρικά σχήματα, Ta δια- 
στήματα και τις διαστάσεις τους, δηλαδή τοὺς γραμμικούς, 
τριγωνικούς, ήἤ τετράγωώνους αριθμούς, καθώς και άλλους 
TOV μόνη THS ἡ επιφάνεια ἀποκαλύπτει, όπως επίσης καὶι ε- 
κείνους που σχηματίζονται από μια άνιση σύνθεση πλευρών. 
Oa συζητήσουμξε επίσης για τους στερεούς αριθμούς, δηλαδή 
τέτοιους όπως είναι ot κυβικοί, οἱ σφαιρικοί καὶ OL πυραμι- 
δικοί, και τέτοιους που σχηματίζουν Ta πλινθία, ot δοκίδες 
και Ol σφηνίσκοι, όλους δηλαδή που πραγματικά ἔχουν σχέ- 
on HE TH γεωμετρική θεώρηση. Αλλά όπως ἡ επιστήμη της 
γεωμετρίας παράγεται από την αριθμητική, σὰν από κάποια 
ρίζα και μητέρα, έτσι βρίσκουμε τοὺς σπόρους τῶν σχημά- 
τῶν τῆς στοὺς πρώτους αριθμούς. 

Η μονάδα επομένως, που sivat για τὴν ἀριθμητική ό.τι 
είναι το σημείο για TH γεωμετρία, είναι ἡ ἀρχή tov δια- 
στήματος καὶ TOV μήκους. Από μόνη της βέβαια δεν εἰναι 
ικανή οὔτε για διάστημα ούτε για μήκος, ακριβώς όπως ένα 
σημξίο εἰναι ἡ ἀρχή plas γραμμής και ενός διαστήματος, αλ- 
XG δεν είναι από μόνο του οὔτε διάστημα ούτε γραμμή. Διότι 
ένα σημείο τοποθετημένο πάνω σε Eva άλλο σημείο δεν πα- 
ράγει κανένα διάστημα. Ἐπίσης ἀνάμεσα σε toa πράγματα 
dev παρεμβάλλονται διαστήματα. Av δηλαδή τρία εξάρια το- 
ποθετηθούν σύμφωνα LE ALTO τον τρόπο, 6, 6, 6, τότε όπως 
είναι TO πρώτο προς το δεύτερο, ἔτσι εἰναι to δεύτερο LE TO 
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τρίτο: και ἀνάμεσα στο TPHTO Kat To δεύτερο, ἤ στο δεύτερο 
και το τρίτο, τίποτε δεν παρεμβαίνει, διότι κανένα διάστημα 
χώρου δε διαχωρίζει το 6 από το 6. Ομοίως ἡ μονάδα, πολ- 
λαπλασιαζόμενη με τον εαυτό τῆς, dev παράγει τίποτε άλλο 
εκτός από τον EavTO της. Διότι εκείνο που είναι χωρίς διά- 
στημα, dev κατέχει TH δύναμη va παράγει διάστημα. Αλλά 
κάθε ἄλλος αριθμός πολλαπλασιαζόμενος μὲ TOV εαὐυτό TOD 
παράγει ἕνα μεγαλύτερο αριθμό, γιατί με τον πολλαπλασια- 
σμό τους Ta διαστήματα διαστέλλονται λόγω ενός μεγαλύτε- 
ρου μήκους. Exsivo, όμως, που είναι χωρίς διάστημα, δὲν 
ἔχει TH δύναμη να γεννήσει τίποτε περισσότερο από τον ε- 
αὐτό του. Από την ἀρχή αὐτή επομένως, δηλαδή από τη μο- 
vada, προχωρά ἡ πρώτη επέκταση στο μήκος και ξεδιπλώνε- 
ται σε όλους τους αριθμούς από TH δυάδα. Διότι TO πρώτο 
διάστημα είναι μιὰ γραμμή, αλλά δύο διαστήματα είναι 
μήκος και πλάτος, δηλαδή μια επιφάνεια, και τρια διαστήμα- 
TO εἰναι μήκος, πλάτος και ύψος, δηλαδή ένα στερεό. Εκτός 
από αὐτά δεν ὑπάρχουν άλλα διαστήματα, apa τα seu είδη 
τῆς κίνησης υφίστανται σύμφωνα HE τις φύσεις καὶ τον αριθ- 
HO τῶν διαστημάτων. Διότι ένα διάστημα περιέχει μέσα TOD 
δύο κινήσεις. Ἔτσι στο μήκος ὈὉπάρχει TO εμπρός και το πί- 
σώ, στο πλάτος το δεξί και το ἀριστερό, στο ὕψος το επάνω 
Kat το κάτω. Αλλά κατ' ἀνάγκη κάθε στερεό σώμα πρέπει νὰ 
έχει μήκος, πλάτος και ύψος: άρα εκείνο που εμπεριέχει av- 
τές τις τρεις διαστάσεις, θα πρέπει va είναι ένα στερεό. Α- 
φού, επομένως, μιὰ γραμμή υπερβαίνει ένα σημείο κατά μιὰ 
διάσταση, δηλαδή κατά το μήκος, αλλά μια επιφάνεια το υ- 
περβαίνει κατά δυο διαστάσεις, δηλαδή κατά μήκος και κα- 
τά πλάτος, είναι φανερό ότι Eva σημείο δεν ἔχει κάποιο υλι- 
KO μέγεθος ή διάσταση Tov διαστήματος, καὶ είναι ἡ ἀρχή 
όλων τῶν διαστημάτων, όντας από TH φύση του ανίκανο va 
χωριστεί. Ἔτσι, ένα σημείο είναι ἡ αρχή της πρώτης διάστα- 
σης, όμως δεν είναι το ίδιο διάσταση: είναι ἡ κορυφή μιὰς 
γραμμής, αλλά δεν εἰναι ἀκόμη γραμμή. Ομοίως pia γραμμή 
είναι ἡ ἀρχή las επιφάνειας, αλλά δεν είναι ἡ ίδια επιφά- 
νεια καὶ είναι ἡ ἀρχή plas δεύτερης διάστασης, όμως ακόμη 
dev περιέχει κανένα ίχνος αυτής. Ἐπίσης, μια επιφάνεια εἰ- 
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ναι ἡ ἀρχή ενός στέρεου, αλλά Sev είναι ἡ idta οὐτε διευρυ- 
μένη από μια τρίτη διάσταση, οὔτε στερεοποιημένη από κά- 
ποιὰ παχυλότητα. 

Κατά tov ίδιο τρόπο στοῦς αριθμούς, ἡ μονάδα πραγματι- 
κά δεν είναι από μόνη της ένας γραμμικός αριθμός, όμως 
είναι ἡ ἀρχή τῶν αριθμών που εκτείνονται κατά μήκος. Και 
O γραμμικός αριθμός στερούμενος ο ίδιος κάθε πλάτους, εἰ- 
ναι ἡ αρχή του αριθμού που επεκτείνεται σε πλάτος. Ομοίως 
ο ἀριθμός της επιφάνειας OTEpEitat ο ίδιος όγκου, προστιθέ- 
μενος όμως στο ὕψος είναι ἡ κορυφή ενός αριθμητικού στε- 
peov. Αὐτό όμως θα το καταστήσουμε σαφέστερο LE παρα- 
δείγματα. Ο γραμμικός αριθμός αρχίζει από το 2: καὶ ἡ aKo- 
λουθία τέτοιων αριθμών σχηματίζεται με TH συνεχή πρόσθε- 
ON της μονάδας, όπως στο ακόλουθο παράδειγμα: 


11. 111. 1111. 11111. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 


Σχετικά pe τὰ επίπεδα, εὐθύγραμμα σχήματα. On 
To τρίγωνο εἶναι n apy τους. Σχετικά pe τὴν κατανομή 
τῶν τριγώνων, τῶν πλευρών τοὺς καὶ τὴ γένεσή τοῦς. 


Οπωσδήποτε, pia επίπεδη επιφάνεια βρίσκεται σε αριθ- 
μούς που ἔχουν την ἀρχή τοὺς oto 3. Με την πρόσθεση Tov 
πλάτους οι γωνίες επεκτείνονται σύμφωνα LE το πλήθος τῶν 
αριθμών που ακολουθούν ο ἕνας τον άλλο σε μια φυσική τά- 
ἕξη. Έτσι, n πρώτη επίπεδη επιφάνεια σε αριθμούς είναι ἔνα 
τρίγωνο, ἡ δεύτερη είναι ένα τετράγωνο, ἡ τρίτη ένα πεντά- 
γῶνο, ἡ τέταρτη ένα εξάγωνο, ἡ πέμπτη ένα επτάγωνο, ἡ E- 
κτη ένα οκτάγωνο: και OL ὑυπόλοιπες κατά τον ίδιο τρόπο αυ- 
ξάνουν τις γωνίες τους στὴν επίπεδη παράσταση τῶν σχημά- 
τῶν, σύμφωνα με την τάξη τῶν φυσικών αριθμών. 

Ou επίπεδες επιφάνειες ἀρχίζουν από τον αριθμό 3, ε- 
πειδή μόνο ἡ τριάδα είναι ἡ ἀρχή του πλάτους και της επι- 
φάνειας. Το ίδιο πράγμα είναι εμφανέστερο στη γεωμετρία. 
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Διότι δύο ευθείες γραμμές δεν περιέχουν yopo. Και σε κάθε 
πολυγωνικό σχήμα, ανεξαρτήτως αν εἰναι τετράγωνο, πεντά- 
γῶνο, ή εξάγωνο, K.AT., Ol γραμμές που χαράσσονται από το 
κέντρο αυτού προς τις διάφορες γωνίες, θα το χωρίσουν σε 
τόσα τρίγωνα, όσες γωνίες ἔχει TO σχήμα. Τούτο γίνεται φα- 
νερό στὰ επόμενα σχήματα: 


x & & 


Av OLS TO τριγωνικό σχήμα χωριστεί κατά TOV τρόπο 
αὐτό, ὃς θα αναλυθεί σε τίποτε GAAO πέρα από τον εαυτό 
του, εφόσον θα διαιρεθεί σε τρία τρίγωνα, όὀπωῶς φαίνεται 
στο ακόλουθο σχήμα: 


Έτσι TO σχήμα αυτό είναι ἡ ἀρχή του πλάτους, ώστε όλες 
οι άλλες επιφάνειες αναλύονται GE αὐτό επειδή όμως SEV 
προέρχεται το ίδιο από άλλες apyés και δὲ λαμβάνει την αρ- 
χή του από κανένα άλλο πλάτος, αναλύεται στον εαυτό του. 
Όμοωος, ότι To ίδιο πράγμα συμβαίνει επίσης στους αριθμούς, 
θα δειχθεί στην πορεία αυτής της πραγματείας. 

Ο πρώτος από όλους τοὺς τριγωνικούς αριθμούς επομέ- 
vac είναι εκείνος που σχηματίζεται amd τή μονάδα. Αλλά 
αὐτή είναι πρώτη εν δυνάμει και όχι εν ενεργεία. Γιατί εφό- 
σον δίναι ἡ μητέρα όλων τῶν αριθμών, οτιδήποτε βρίσκεται 
σε εκείνους τους ἀριθμούς που προέρχονται από αὐτήν, πρέ- 
TEL ἀαναγκαστικά VO περιέχεται σε αὐτήν μέσω κάποιας φυ- 
σικής δύναμης. Αλλά ο πρώτος τριγωνικός αριθμός εν ενερ- 
γεία είναι το 3: και αὐτό ἔχει για πλευρά Tov TH δυαδικότη- 
τὰ ή, όπως ονομάζεται από τους Ἕλληνες, TH δυάδα. Αλλά 
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to δεύτερο Tpiyw@vo Ev Evepysia είναι το 6: και αυτό ἔχει για 
πλευρά tov τὴν τριάδα. Το τρίτο τρίγωνο είναι to 10, n 
πλευρά του οποίου είναι το 4. Το τέταρτο είναι to 15, ἢ 
πλευρά Tov οποίου είναι το δ: καὶ ούτω καθεξής επ' άπει- 
ρον, όπως στὰ σχήματα που ακολουθούν: 


AA& 
Ld ££ 


Avtot οι Tpty@vikot ἀριθμοί γεννιούνται από την πρόσθε- 
ON της φυσικής ακολουθίας τῶν αριθμών, δηλαδή από τὴν 
πρόσθεση της ακολουθίας 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, κιλπ. Av 
λάβουμε λοιπόν TH μονάδα, θα είναι το πρώτο τρίγωνο Ev 
δυνάμει. 1+2=3 θα είναι το δεύτερο τρίγωνο σε τάξη, αλλά 
TO πρώτο εν evepysia. 1+2+3=6 θα είναι το τρίτο τρίγωνο. 
1+2+3+4=10 θα είναι το τέταρτο, Kat το ίδιο για τα υπό- 
λοιπα. Ομοίως, όσες μονάδες ὑπάρχουν στον τελευταίο προ- 
στιθέμενο αριθμό, τόσες θα περιέχει στὴν πλευρά τοῦ το τρί- 
γῶνο mov παράγεται. Ἔτσι, to 3 mov είναι το πρώτο τρίγωνο 
εν evepysia, γεννάται προσθέτοντας to 2 oto |: dpa ἔχξι 
δύο μονάδες στην πλευρά του. Ομοίως, To 6 που παράγεται 
από την πρόσθεση στην οποία το 3 είναι ο τελευταίος αριθ- 
μός, θα ἔχει τρεις μονάδες στην πλευρά του. Kat το ίδιο θα 
βρεθεί va συμβαίνει στους υπόλοιπους. 


Αξίζει επίσης va σημειωθεί ότι σε μια συνεχή σειρά από 
τριγωνικούς αριθμούς, δύο άρτιοι και δύο περιττοί αριθμοί 
παρουσιάζονται εναλλάξ. Διότι to | Kat to 3 ποῦ εἶναι τὰ 
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δύο πρώτα τρίγωνα, είναι περιττοί: αλλά το 6 Kat το 10, Ta 
δύο επόμενα τρίγωνα, είναι άρτιοι. Και πάλι, to 15 Katto 21 
είναι περιττοί, αλλά το 28 Kat το 36 είναι άρτιοι. Το ίδιο 
ισχύει και για τους υπόλοιπους. 

Av ομοίως ὑπάρχει μια ακολουθία από τριγωνικούς αριθ- 
μούς χωρίς τη μονάδα και μια ἀκολουθία αριθμών σε φυσική 
τάξη, TA διάφορα τρίγωνα -παίρνοντας Ta χωριστά- θα αντι- 
στοιχούν κατ' ἀναλογία ME την αδιάλειπτη φυσική τάξη τῶν 
αριθμών. Ἔτσι MOTE ο πρώτος και ο δεύτερος της μιας ακο- 
λουθίας θα αντιστοιχούν στον πρώτο και το δεύτερο της GA- 
λης, αλλά ο τρίτος και ο τέταρτος THS μιὰς στο δεύτερο Kat 
τον τρίτο της άλλης, ο πέμπτος καὶ ο EKTOS τῆς μιᾶς στον 
τρίτο και τον τέταρτο της ἄλλης: και οὕτω καθεξής. Ac πά- 
ρουμξ λοιπόν μια ακολουθία αριθμών σε φυσική τάξη, δη- 
λαδή 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Και κάτω από αὑτήν, μια ακο- 
λουθία από τρίγωνα, δηλαδή, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45. Τό- 
τε, όπῶς είναι το 1 προς το 2, έτσι είναι το 3 προς το 6. Και 
όπως είναι το 2 προς το 3, έτσι είναι το 10 oto 15. Ὁμοίως, 
όπως είναι το 3 προς το 4, ἔτσι είναι το 21 προς το 28: Kat 
TO ίδιο για τους υπόλοιπους. 

Τριγωνικοί αριθμοί λαμβάνονται επίσης σύμφωνα με TOV 
ακόλουθο τρόπο. Av ot φυσική διάταξη τῶν αριθμών από 
τὴ μονάδα παραλειφθεί πρώτα ἕνας όρος, μετά δύο όροι, με- 
τά τρεῖς, μετά τέσσερις, και οὕτω καθεξής, θα σχηματιστούν 
τριγωνικοί αριθμοί σε μια συνεχή σειρά: 


Η ἀκολουθία 
τῶν φυσικών ὁ] 23 4 5 67 8 9 10111213 1415 1617 18 19 2021 22 23 2425 26 27 28 
αριθμών 
ἢ ; 

axohoudia " ἢν. τὰ 10 5 2) 28 
τῶν Ἰριγώγων 


Ἐδώ γίνεται φανερό ότι ἀνάμεσα στο πρώτο Kal το δεύτε- 
po τρίγωνο στη φυσική διάταξη τῶν αριθμών μεσολαβεί ἐ- 
νας αριθμός, ἀνάμεσα στο δεύτερο Kal το τρίτο τρίγωνο δύο 
αριθμοί, ἀνάμεσα στο τρίτο καὶ το τέταρτο τρεῖς’ Kat το ίδιο 
συμβαίνει και OTOVG υπόλοιπους. 
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KE®AAAIO VI 


Σχετικά μὲ τοὺς τετράγωνους αριθμούς, τις πλευρές τοὺς 
καὶ τὴ γένεση τους. 


Τετράγωνος αριθμός είναι εκείνος που ο ίδιος πραγματι- 
κά αναπτύσσει πλάτος, όχι όμως σε τρεις γωνίες, όπως O 
προηγούμενος αριθμός, αλλά σε τέσσερις. Επίσης εκτείνεται 
os ion διάσταση πλευρών. Kat τέτοιοι αριθμοί είναι όπως 
ακολούθως: 


1111 

111 1111 

11 111 1111 

1 11 111 1111 


Αλλά στους αριθμούς αὐτούς οι πλευρές επίσης avEdvovv 
σύμφωνα LE τη φυσική διάταξη τῶν αριθμών. Γιατί το πρώτο 
τετράγωνο εν δυνάμει και τικανότητι, δηλαδή ἡ μονάδα, ἔχει 
to 1 για πλευρά tov. Το δεύτερο τετράγωνο, που είναι TO 
πρώτο εν ενεργεία, δηλαδή το 4, ἔχει το 2 για πλευρά του. 
To τρίτο, που είναι το 9, και είναι το δεύτερο τετράγωνο EV 
ενεργεία, ἔχει το 3 για πλευρά του. Κατά tov ίδιο τρόπο 
προχωρούν όλοι οι υπόλοιποι. 

Τέτοιοι ἀριθμοί παράγονται από την ακολουθία τῶν φυ- 
σικών αριθμών, ὀχι όμως όπως οι τριγωνικοί, αλλά από τη 
συνεχή παράλειψη ενός αριθμού στὴν πρόσθεση τῶν ὀόρων 
μεταξύ τους. Διότι στή φυσική ακολουθία τῶν αριθμών από 
τη μονάδα, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, κιλπ., το 1 είναι ο 
πρώτος εν δυνάμει τετράγωνος. Τότε 1+3=4, ο δεύτερος τε- 
τράγωνος: 1+3+5=9, ο τρίτος τετράγωνος: 1+3+5+7= 16, o 
τέταρτος τετράγωνος. Παραλείποντας συνέχεια έναν όρο και 
προσθέτοντας τους υπόλοιπους, θα παραχθεί ολόκληρη ἡ α- 
κολουθία τῶν τετράγωνων. 

Ομοίως otovsg αριθμούς αὐτούς ὑπάρχει ἡ λεπτότητα της 
φύσης και ἡ αναλλοίωτη τάξη, εφόσον κάθε τετράγωνο δια- 
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τηρεί τόσες μονάδες στην πλευρά TOV, όσος είναι ο αριθμός 
τῶν προσθετέων Tov δίνουν ἀθροισμα τον τετράγωνο αριθ- 
HO. Στο πρώτο τετράγωνο, επειδή αὐτό παράγεται από το |, 
η πλευρά tov εἰναι το 1. Στο δεύτερο τετράγωνο, δηλαδή το 
4, επειδή αὐτό παράγεται από το | Kat το 3, που είναι δύο 
όροι, ἡ πλευρά εἶναι το 2. Στο 9, επειδή αὐτό παράγεται από 
τρεις ἀριθμούς, ἡ πλευρά είναι το 3. Και το ίδιο για τους 
πυπόλοιπους. 


KE®AAAIO VII 


Σχετικά μὲ τοὺς πεντάγωνους, τις πλευρές Tove 
καὶ τὴ γένεση τους. 


Πεντάγωνος είναι évacg αριθμός, ο οποίος εκφραζόμενος 
HE τις μονάδες του, παρουσιάζει TH μορφή ενός πενταγῶνι- 
κού σχήματος. Ἔχει δηλαδή πέντε γωνίες Kat πέντε ίσες 
πλευρές. Πεντάγωνοι αριθμοί είναι τέτοιοι όπως οι ακόλου- 
Bor, δηλαδή 1, 5, 12, 22, 35, 51, 70. Ot πλευρές τους επίσης 
avéavovv κατά τον ίδιο τρόπο. Δηλαδή oe κάθε πεντάγωνο 
Ol μονάδες που σχηματίζουν την πλευρά του εἰναι τόσες ό- 
σες ο ἀριθμός της τάξης Tov πεντάγωνου. Ἔτσι, το | που 
είναι TO πρώτο Ev δυνάμει πεντάγωνο, ἔχει το 1 για πλευρά 
του. Αλλά το 5 που είναι το δεύτερο πεντάγωνο, ἔχει TO 2 
για πλευρά του. Το τρίτο πεντάγωνο, mov είναι το 12, έχει το 
3 για πλευρά του. Το τέταρτο mov είναι το 22, ἔχει το 4. Και 
οὕτω καθεξής, σύμφωνα με THV πρόοδο της ακολουθίας τῶν 
φυσικών αριθμών: 


ΔΘ 
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OI αριθμοί avtot, ol οποίοι EKTELVOLEVOL σε πλάτος απο- 
καλύπτουν πέντε γωνίες, παράγονται επίσης από την πρό- 
σθεση της φυσικής ακολουθίας τῶν αριθμών. Δηλαδή αφού 
δύο συνεχόμενοι όροι παραλειφθούν, ο τελευταίος προστίθε- 
ται στον προηγούμενο και σχηματίζονται τα διάφορα πεντά- 
γῶνα, όπως παρακάτω: 


H ακολουθία των 
φυσικών αριϑμών, pe 
τὴν παρόλειψη δύο 
ὁρῶν 

H ακολουθία των 


; Σ 5. 1 2 35 51] 72. 922 ἸΤ17 145 176. 210 
πενταγώνων 


Πεντάγωνοι επίσης παράγονται από τετράγωνους και τρί- 
γώνους κατά τον ακόλουθο τρόπο. Ο δεύτερος τετράγωνος, 
όταν προστεθεί στον πρώτο τρίγωνο, θα παράγει το δεύτερο 
πεντάγωνο. Ο τρίτος τετράγωνος, όταν προστεθεί στο δεύτε- 
po τρίγωνο, θα παράγει τον τέταρτο πεντάγωνο, και οὔτω 
καθεξής. Κάθε τετράγωνος προστίθεται os ἕναν τρίγωνο 
μιας τάξης ἀμέσως προηγούμενης από αὐτό. Tia παράδειγ- 
μα, ο δεύτερος τετράγωνος 4, όταν προστεθεί στον πρώτο 
τρίγωνο 1, παράγει το δεύτερο πεντάγωνο 5. Ομοίως, o τρί- 
τος τετράγωνος 9, όταν προστεθεί στο δεύτερο τρίγωνο 3, 
σχηματίζει τον τρίτο πεντάγωνο 12. Και το ίδιο για τους υ- 
πόλοιπους. 


KE®AAAIO VIII 


Σχετικά pe ta εξάγωνα, ta επτάγωνα καὶ τὴ γένεση 
τους. Μία γενική μέθοδος εύρεσης τῆς γένεσης όλων 
τῶν σχημάτων, κ.λπ. 


Ou πλευρές τῶν εξαγώνων καὶ τῶν επταγώνων αὐξάνουν 
κατά τον ακόλουθο τρόπο. Tia TH γένεση τῶν τριγωνικών α- 
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ριθμών προστίθενται εκείνοι οι όροι που akoAovBodvV ο Evac 
τον GAAO σε μια φυσική τάξη και υπερβαίνουν ο ἕένας τον 
άλλο κατά μια μονάδα μόνο. Η γένεση τῶν τετραγώνων επι- 
τυγχάνεται WE THV πρόσθεση αριθμών, που ο Evac υπερβαΐί- 
νει Tov άλλο κατά 2, καθώς παραλείπεται ένας Opoc. Στη γέ- 
VEON τῶν πενταγώνων παραλείπονται δύο όροι, και OL προ- 
στιθέμενοι αριθμοί που σχηματίζουν τοὺς πεντάγωνους, υ- 
περβαίνουν ο ἕένας τον άλλο κατά 3. Συνεπώς, γιὰ τὴ γένεση 
του εξάγωνου παραλείπονται τρεῖς όροι και προστίθενται ε- 
κείνοι που ὑυπερβαίνουν ο ένας τον άλλο κατά 4. Avtot οι 
όροι θα είναι πράγματι ot ρίζες Kat πηγές, που από το σύνο- 
ho τους θα παραχθούν όλοι οι εξάγωνοι. Avtés οι ρίζες επο- 
μένως είναι ot αριθμοί 1, 5, 9, 13, 17, 21, κιλπ., και από την 
πρόσθεση αυτών, θα σχηματιστούν εξάγωνοι, δηλαδή 1, 6, 
15, 28, 45, 66, κιλπ. 

Tia τή γένεση τῶν επταγώνων, αφού παραλειφθούν τέσ- 
σερις όροι, εκξίνοι που ὑυπερβαίνουν ο ἕνας τον άλλο κατά 5 
πρέπει va προστεθούν και αὐτοί ot ἀριθμοί, καθώς παρα- 
τηρήθηκε προηγουμένως, θα είναι οι ρίζες Kat οι πηγές av- 
τών: 

1, 6, 11, 16, 21 

Ou επτάγωνοι που σχηματίζονται από την πρόσθεση av- 
τών είναι, 1, 7, 18, 34, 55. 

Ta σχήματα ενός οκταγώνου, ενός ἐννεαγώνου, ή σχήμα- 
τὰ μὲ οκτώ και με ἐννέα γωνίες, παράγονται σύμφωνα [LE 
τὴν ίδια τάξη, έτσι που οι πρώτοι αριθμοί, ή οι ρίζες avtov, 
αἀπέχουν μεταξύ τοὺς σύμφωνα HE μια ισότιμη πρόοδο. Δη- 
λαδή για TH γένεση τῶν οκταγώνων παραλείπονται πέντε ό- 
pol και για TH γένεση τῶν εννεαγώνων ἔξι όροι. Εν συντο- 
μία, καθώς ο αριθμός τῶν παραλειπόμενων Opav αὐξάνει 
συνεχώς κατά 1, ἡ σειρά τῶν επίπεδων αριθμών θα σχηματί- 
ζεται PE THV πρόσθεση τῶν εναπομεινάντων όρων. 
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KE®AAAIO IX 


Σχετικά μὲ τοὺς επίπεδους ἀριθμούς mov παράγονται 
από επίπεδους- καὶ Ott o τριγωνικός ἀριθμός 
εἶναι ἡ ἀρχή όλων τῶν υπόλοιπων. Mia θεώρηση που 
αναφέρεται στὴν περιγραφή τῶν επίπεδων αριθμών. 


Egooov υφίστανται οι επίπεδοι αριθμοί, ας ερευνήσουμε 
OTN συνέχεια ποια είναι ἡ συνέπεια της ύπαρξης τους. Όλοι 
Ol τετράγωνοι που τοποθετούνται κάτω από τρίγωνους σε μί- 
a φυσική διάταξη, παράγονται από τρίγωνους αριθμούς. Ἐ- 
τσι, O τετράγωνος 4 σχηματίζεται από την πρόσθεση του | 
και του 3, δηλαδή από δύο τρίγωνους αριθμούς. Ομοίως, το 
9 σχηματίζεται από το 3 Kat το 6, που εἰναι τρίγωνοι. Το 16 
σχηματίζεται από τοῦς τρίγωνους 6 και 10 Kat to 25 από 
τους τρίγωνους 10 και 15. Το ίδιο πράγμα στη διαδοχική τά- 
ἕξη τετράγωνων θα βρεθεί va συμβαίνει διαρκώς χωρίς κα- 
μία αλλαγή. Και οι πεντάγωνοι γεννιούνται από την πρόσθε- 
ON TETPAYOVOV και τριγώνων. Ἔτσι ο πεντάγωνος 5 παράγε- 
ται από THV πρόσθεση του τετράγωνου 4 και του τρίγωνου |. 
Ομοίως, ο πεντάγωνος 12 σχηματίζεται από την πρόσθεση 
του τετράγωνου 9 και τοῦ τρίγωώνου 6. Ο πεντάγωνος 22 σχη- 
ματίζεται από τον τετράγωνο 16 και τον τρίγωνο 6. Και o 
πεντάγωνος 35, από τον τετράγωνο 25 και τον τρίγωνο 10. 
Κατά τον ίδιο τρόπο σχηματίζονται GAOL οἱ πεντάγωνοι. 

Ἐπίσης, αν στρέψουμξ τὴν προσοχή μας στοὺς εξάγω- 
νους, θα ανακαλύψουμε ότι σχηματίζονται από το άθροισμα 
τρίγωνων καὶ πεντάγωνων. Ἔτσι ο εξάγωνος 6 σχηματίζεται 
από την πρόσθεση του πεντάγωνου 5 και TOD πρώτου εν δυ- 
νάμει τρίγωνου, του 1. Ομοίως, ο εξάγωνος 15 γεννάται από 
το ἄθροισμα tov πεντάγωνου 12 Kat του τρίγωώνου 3. Kat πά- 
λι, ο δξάγωνος 28 σχηματίζεται από τον πεντάγωνο 22 και 
τον τρίγωνο 6. Κατά έναν ίδιο τρόπο σχηματίζονται Kat οἱ 
πυπόλοιποι. 

Το ίδιο συμβαίνει και στοὺς επτάγωνους. Διότι ο επτάγω- 
νος 7 παράγεται από τον εξάγωνο 6 Kat τον τρίγωνο 1. O 
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emtdy@vos 18 από tov εξάγωνο 15 Kat tov τρίγωνο 3. O ε- 
πτάγωνος 34 από tov εξάγωνο 28 Kat τον τρίγωνο 6. Kat 
αὐτό θα βρεθεί va συμβαίνει σε OAOVSG τοῦς πολυγωνικούς 
αριθμούς. Είναι φανερό επομένως ότι ο τρίγωνος αριθμός 
είναι ἡ ἀρχή όλων τῶν επίπεδων αριθμών. 

Otav ὀόὀμῶς avtot συγκρίνονται μεταξύ τους, δηλαδή ot 
τρίγωνοι LE τους τετράγωώνους, ἤ Ol τετράγωνοι με τοῦς πε- 
ντάγωνους, ή οι πεντάγωνοι με τους εξάγωνους, ή αὑτοί πά- 
AL με τοὺς ἐἑπτάγωνους, αναμφίβολα θα υπερβαίνουν ο évac 
τον άλλο κατά τρίγωνους. Διότι αν το τρίγωνο 3 συγκριθεί 
We TO τετράγωνο 4, ή το τετράγωνο 4 LE το πεντάγωνο 5, ἤ 
to 5 ps το ξεξάγωνο 6, ή το 6 με To δπτάγωνο 7, αὐτά θα 
ὉπὍπερβαίνουν το ένα το άλλο κατά το πρώτο τρίγωνο, δηλαδή 
κατά τή μονάδα μονάχα. Kat av το 6 συγκριθεί με το 9, ή TO 
9 pe to 12, ή to 12 με to 15, ή to 15 με to 18, αὐτά θα 
ὉὙπερβαίνουν το ένα To άλλο κατά το δεύτερο τρίγωνο, δη- 
λαδή κατά το 3. Exions, av to 10 συγκριθεί με το 16, ή το 16 
μξ το 22, ή το 22 ps το 28, ή To 28 με το 34, αὐτά θα υπερ- 
βαίνουν το ένα το άλλο κατά το τρίτο τρίγωνο, δηλαδή κατά 
6. Όμοια θα παρουσιάζεται ἡ κατάσταση με όλους τους επί- 
πεδους αριθμούς, γιατί όλοι τους θα ὑυπερβαίνουν ο ένας τον 
άλλο κατά τρίγωνα. Συνεπώς είναι ολοφάνερο ότι το τρίγω- 
vo sivat ἡ ἀρχή Kal το στοιχείο όλων τῶν σχημάτων. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο Χ 


Σχετικά μὲ τοὺς στερεούς αριθμούς. Lyetikd με 

τὴν πυραμίδα ποὺ εἶναι n apy ὄλων τῶν στερεών 

σχημάτων -όπως τὸ τρίγωνο εἶναι τῶν επίπεδων 
σχημάτων. καὶ τὰ εἰδη της. 


Είναι λοιπόν τώρα πιο εὔκολος O στοχασμός τῶν στερεών 
σχημάτων. Διότι ἔχοντας γνωρίσει πόσο επιδρά ἡ δύναμη 
τῆς ποσότητας εκ φύσεως στὰ επίπεδα σχήματα τῶν αριθ- 
μών, δε θα ὑπάρξει κανένα εμπόδιο μετάβασης στοὺς στε- 
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peovd<s αριθμούς. Όπως δηλαδή προσθέτουμε στο μήκος TOV 
αριθμών άλλο ένα διάστημα, την επιφάνεια, έτσι MOTE va 
παρουσιαστεί το πλάτος, τώρα προσθέτοντας στο πλάτος av- 
τό που ονομάζεται ὕψος, TO στερεό σώμα Tov αριθμού θα 
ολοκληρωθεί. 

Ἐπιπλέον φαίνεται ότι όπῶς ota επίπεδα σχήματα oO τρί- 
γῶνος αριθμός είναι ο πρώτος, ἕτσι στὰ στερεά, εκείνος που 
ονομάζεται πυραμίδα, είναι ἡ apyn tov ὕψους. Διότι είναι 
αναγκαίο va βρεθούν οι θεμελιώδεις apyés OAWV τῶν καθιε- 
POLEVOV σχημάτων σε αριθμούς. Eva λοιπόν είδος πυραμί- 
δας είναι εκείνη που ὑψώνεται από μια τριγωνική βάση ἕνα 
άλλο, από μια πενταγωνική βάση: και άλλες, από άλλες πο- 
λυγωνικές βάσεις, ὀπὼς φαίνεται OTA επόμενα σχήματα: 


ANAS 


Ot πυραμίδες αὐτές ονομάζονται από τις βάσεις τους: O- 
στε ἡ πρώτη ονομάζεται τριγωνική, ἡ δεύτερη τετραγωνική, 
ἡ τρίτη πενταγωνική, ἡ τέταρτη εξαγωνική πυραμίδα: Kat 
οὕτω καθεξής ot υπόλοιπες. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο ΧΙ 


H γένεση τῶν στερεών αριθμών. 


Ons οι γραμμικοί αριθμοί προέρχονται από TH μονάδα 
όταν επεκταθεί στο άπειρο, δηλαδή 1, 2, 3, 4, 5, 6, κιλπ. και 
όπως Ol επίπεδοι αριθμοί σχηματίζονται από την πρόσθεση 
αὐτών, κατά έναν όμοιο τρόπο OL στερεοί προκύπτουν από 
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T συνένωση επίπεδων αριθμών. Apa, ot τριγωνικές πυραμί- 
δες σχηματίζονται από την ἀθροιση τῶν τρίγωνων αριθμών, 
Ol τετράγωνες πυραμίδες από το άθροισμα τῶν τετράγωνων 
αριθμών οι πενταγωνικές από TO άθροισμα τῶν πεντάγω- 
νῶν ομοίως και οι ὑυπόλοιπες. 

O πρώτος εν δυνάμει τρίγωνος λοιπόν είναι ἡ μονάδα, ἡ 
οποία είναι επίσης Kat ἡ πρώτη πυραμίδα. Ο δεύτερος τρί- 
γῶνος sivat το 3: και αὐτό προστιθέμενο στο 1, τον πρώτο 
τρίγωνο, σχηματίζει τή δεύτερη πυραμίδα 4. Edv σε αὐτούς 
προστεθεί ο τρίτος τρίγωνος 6, ἡ τρίτη πυραμίδα θα γεννη- 
θεί. Και αν προστεθεί ο τέταρτος τρίγωνος 10, θα σχηματι- 
στεί ἡ τέταρτη πυραμίδα 20. Ομοίως σε όλες τις ὑυπόλοιπες 
θα υπάρχξι ο ίδιος τρόπος σύνδεσης. 


Τρίγωνα 
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55 


Πυραμίδες από Τρίγωνα 
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220 

Στὴ σύνδεση αὐτή είναι avayKatio ο τελευταίος από τους 
αριθμούς που συνενώνονται va είναι πάντοτε ἡ βάση της πυ- 
ραμίδας. Γιατί αὐτός βρίσκεται va εἰναι περισσότερο EKTE- 
ταμένος από όλους TOVG ὑπόλοιπους: και όλοι οι ἀριθμοί 
που συνενώνονται πριν από AVTOV, είναι AVAYKAOTIKG μι- 
κρότεροι, μέχρι που φτάνουμε OTN μονάδα, ἡ οποία από μια 
άποψη κατέχει TH θέση ενός σημείου και [LAS κορυφής. 

Ἐπίσης, Ol τετραγωνικές πυραμίδες δημιουργούνται μὲ 
τὴν πρόσθεση τετράγωνων αριθμών μεταξύ τους, καθώς θα 
γίνει φανερό από μιὰ προσεκτική εξέταση TOV ακόλουθου 
πίνακα. 


Τετράγωνα 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 


Τετραγωνικές Πυραμίδες 
1,5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285, 385 
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Κατά tov ίδιο τρόπο παράγονται όλα Ta σχήματα που 
προέρχονται από άλλους πολύγωνους αριθμούς. Διότι κάθε 
πολυγωνικό σχήμα προέρχεται επ' ἀπειρον από τη μονάδα, 
με THV πρόσθεση της μονάδας σε ἕνα σχήμα Tov δικού του 
είδους. Apa, φαίνεται ότι TA τριγωνικά σχήματα είναι κατ' 
ἀνάγκη οἱ ἀαρχές τῶν άλλων σχημάτων, επειδή κάθε πυραμί- 
δα από οποιαδήποτε βάση και αν προέρχεται, cite από ένα 
τετράγωνο, ἤ πεντάγωνο, ή εξάγωνο, ή επτάγωνο, κ.λπ., πε- 
ριλαμβάνει μόνο τρίγωνα μέχρι την κορυφή. 


KE®AAAIO XII 


Σχετικά μὲ τὴν κόλουρο πυραμίδα. 


Τέλεια πυραμίδα είναι εκείνη που προχωρώντας από κά- 
ποιὰ βάση φτάνει μέχρι TH μονάδα, που είναι ἡ πρώτη Ev 
δυνάμει και ικανότητι πυραμίδα. Η πυραμίδα, όμως, της ο- 
ποίας το ὕψος δε φτάνει μέχρι TH μονάδα, ονομάζεται κό- 
λουρος. Ἐπομένως, av στον τετράγωνο 16 προστεθεί ο τε- 
τράγωνος 9 και στο άθροισμα τους ο τετράγωνος 4, αλλά πα- 
ραλειφθεί ἡ μονάδα, τότε το σχήμα πραγματικά είναι εκείνο 
μιας πυραμίδας, αλλά επειδή δε φτάνει μέχρι την κορυφή, 
ονομάζεται κόλουρος, γιατί δὲν ἔχει για κορυφή τῆς TH μο- 
vada, Tov είναι ἀανάλογη προς ένα σημείο, αλλά μια επιφά- 
νεια. Ἔτσι, αν n βάση είναι ένα τετράγωνο, ἡ ανώτατη επι- 
φάνεια θα είναι πάλι τετράγωνο. Av ἡ βάση είναι πεντάγω- 
vo, ἤ εξάγωνο, ἤ επτάγωνο, κιλπ., ἡ ανώτατη επιφάνεια Ba 
ἔχει το ίδιο σχήμα. Av όμως ἡ πυραμίδα όχι μόνο SE φτάνει 
στή μονάδα καὶ στὴν κορυφή, αλλά OVTE καν στο πρώτο EV 
evepysia πολύγωνο που εἰναι ίδιο με αὐτό της βάσης, ονο- 
μάζεται δικόλουρος. Tia παράδειγμα, av pia πυραμίδα προ- 
χωρώντας από τον τετράγωνο 16 τελειώνει στον 9 και δὲ 
φτάνει στον 4, θα είναι δυο φορές ελλιπής. Εν συντομία, ό- 
σα τετράγωνα λείπουν, τόσες φορές ἡ πυραμίδα λέγεται OTL 
είναι κόλουρος. Και όλες οἱ πυραμίδες θα ονομάζονται κατά 
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αὐτόν TOV τρόπο, από οποιαδήποτε πολυγωνική βάση και αν 
προέρχονται. 


KE®AAAIO XIII 


Σχετικά μὲ τοὺς apiOuotc mov ονομάζονται κύβοι, 
σφηνίσκοι καὶ παραλληλεπίπεδοι. 


Αὐτά λοιπόν ήταν ἀρκετά όσον αφορά τοὺς στέρεους α- 
ριθμούς που έχουν το σχήμα μιας πυραμίδας, οι οποίοι αυ- 
ξάνονται LOOLEPHS και ἀαπορρέουν από Eva αντίστοιχο πολυ- 
γωνικό σχήμα σαν από μία ρίζα. Ὑπάρχει ὡστόσο και άλλη 
μια κανονική σύνθεση στερεών σωμάτων, όπως οι κύβοι, οι 
σφηνίσκοι και TA παραλληλεπίπεδα, OL επιφάνειες τῶν ο- 
ποίων είναι αντίθετες μεταξύ τους: όσο και αν προεκταθούν 
στο άπειρο, ὃς θα συναντηθούν ποτέ. Ac τοποθετηθούν λοι- 
TOV τὰ τετράγωνα OE μια κανονική σειρά, δηλαδή 1, 4, 9, 16, 
25, κιλπ., ἐπειδή ἔχουν μόνο μήκος και πλάτος, αλλά είναι 
χωρίς ύψος. Av το καθένα πολλαπλασιαστεί με την πλευρά 
του, θα έχει ένα ύψος ίσο με το πλάτος ή το μήκος του. Γιατί 
το τετράγωνο 4 ἔχει το 2 για πλευρά του και παράγεται από 
to δύο φορές το δύο. ATO τον πολλαπλασιασμό επομένως 
TOV τετράγωνου 4 με THV πλευρά του 2, γεννάται το σχήμα 
tov κύβου 8. Αὐτός είναι ο πρώτος ev ενεργεία κύβος. Ο- 
μοίως το τετράγωνο 9 πολλαπλασιαζόμενο με THV πλευρά 
του 3 παράγει τον κύβο 27. Το τετράγωνο 16 πολλαπλασια- 
ζόμενο PE τὴν πλευρά του 4 γεννά τον κύβο 64. Κατά όμοιο 
τρόπο σχηματίζονται καὶ ot άλλοι κύβοι. Επίσης κάθε κύβος 
που σχηματίζεται ATO τον πολλαπλασιασμό ενός τετραγώνου 
He τὴν πλευρά του, θα ἔχει έξι επιφάνειες, που To επίπεδο 
τῆς καθεμιάς ιτισούται LE TO τετράγωνο που συνέβαλε στο 
σχηματισμό. Oa ἔχει επίσης δώδεκα ακμές, ἡ καθεμία τους 
ion με THV πλευρά του τετραγώνου από THV οποία παρήχθη: 
και οκτώ γωνίες, Tov ἡ καθεμιά TovG θα περιέχεται κάτω 
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από τρεῖς τέτοιες γωνίες σὰν EKEiVES TOD παράγωγου TETPA- 
γώνου. 

Ἐπειδή κάθε κύβος προέρχεται από ισόπλευρα μεταξύ 
τους τετράγωνα, είναι ίσος σε GAG τα μέρη του. Διότι το 
μήκος ισούται HE το πλάτος και το ὕψος os καθένα από αυ- 
τά. Ομοίως ἰσχύει οπωσδήποτε ἡ ιτσότητα ὡς προς τις ἕξι ε- 
πιφάνειες του, δηλαδή επάνω, κάτω, δεξιά, ἀριστερά, πίσω 
καὶ ἐμπρός. 

Συνεπώς, προκειμένου για TO στερεό TOD αντιτίθεται και 
αντίκειται στον KUBO, είναι ἀαπαραίτητο va μὴν ἔχει ούτε TO 
μήκος ίσο προς το πλάτος, οὔτε το ὕψος ίσο με καμία από 
τις άλλες διαστάσεις, αλλά va είναι όλες άνισες. Στερεά av- 
τού Tov είδους είναι τέτοια όπως TPELG φορές το τέσσερα 
πολλαπλασιαζόμενο με το 2, ή τρεῖς φορές το τέσσερα πολ- 
λαπλασιαζόμενο pe TO 5, και όλα τὰ παρεμφερή, τα οποία 
προκύπτουν άνισα μέσα από άνισους βαθμούς διαστημάτων. 
Ta στερεά αὐυτής τῆς μορφής ονομάζονται ota Ελληνικά 
σκαληνά σκαληνών, ενῷ ota Λατινικά Gradati, ἐπειδή av- 
ξάνουν βαθμιαία από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο. Κά- 
ποιοι Ἕλληνες τὰ ονομάζουν σφηνίσκους, δηλαδή μικρές 
σφήνες. ATO κάποιους ἄλλους Ἕλληνες ονομάζονταν βωμί- 
σκοι, δηλαδή μικροί βωμοί -otnv περιοχή της [Ιωνίας, κατά 
tov Νικόμαχο, κατασκευάζονταν HE τον τρόπο ALTO, ETOL ώ- 
στε οὔτε το ὕψος ήταν ίσο ME το πλάτος, οὔτε TO πλάτος με 
TO μήκος. ἀνάμεσα otovg κύβους, λοιπόν, που εκτείνονται 
σε toa διαστήματα καὶ σε εκείνα τὰ στερεά που αὐξάνουν 
βαθμιαία από το μικρότερο στο μεγαλύτερο, VAAPYOLV ὡς 
ἐνδιάμεσα εκείνα που οὔτε είναι ίσα σε όλα TA μέρη τοῦς, 
οὔτε ἁνισα σε όλα: αὐτά ονομάζονται παραλληλεπίπεδα. 
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KE®AAAIO XIV 


Σχετικά μὲ τοὺς ετερομήκεις καὶ τοὺς προμήκεις 
αριθμούς καὶ τὴ γένεση αυτών. 


Ou αριθμοί που είναι μακρύτεροι oto ένα από τα δύο μέ- 
py τους, όταν εξετασθούν κατά το πλάτος, θα βρεθούν va 
έχουν τέσσερις γωνίες και τέσσερις πλευρές. Ὡστόσο δεν εἰ- 
ναι όλες ίσες, αλλά είναι πάντοτε μικρότερες κατά μία μονά- 
δα. Διότι οὔτε εἰναι όλες οἱ πλευρές ίσες προς όλες, οὔτε 
είναι το πλάτος ίσο με TO μήκος: αλλά, όπως simapE, το ένα 
μέρος που είναι μεγαλύτερο, mponysitat Kat ὑπερβαίνει to 
μικρότερο κατά μια μονάδα μονάχα. Αν επομένως ἡ ακολου- 
θία τῶν φυσικών αριθμών τοποθετηθεί σε τάξη, και ο δεύτε- 
ρος πολλαπλασιαστεί με τον πρώτο, ἤ ο δεύτερος μὲ τον τρί- 
TO, ἤ ο τρίτος ME τον τέταρτο, ἤ ο τέταρτος ME τον πέμπτο, 
και οὕτω καθεξής, θα παραχθούν οι αριθμοί που ονομάζο- 
νται ετερομήκεις: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
Tote 2x1, 2x3, 3x4, 4x5, κιλπ., δηλαδή οι 2, 6, 12, 20, 
κιλπ., θα είναι ἀριθμοί μακρύτεροι στο ETEPO μέρος, ETEPO- 
μήκεις. 

Av επομένως ot αριθμοί που πολλαπλασιάζονται διαφέ- 
povv ο ένας από τον άλλο μόνο κατά TH μονάδα, θα παρα- 
χθούν οι προαναφερθέντες αριθμοί. Αλλά αν διαφέρουν κα- 
τά οποιονδήποτε άλλο αριθμό, ὀπῶς ot αριθμοί 3x7, ή 
3x5 κιλπ., και OL πλευρές τους δὲ διαφέρουν μόνο κατά μια 
μονάδα, αὐτοί δεν ονομάζονται ετερομήκεις, ή μακρύτεροι 
κατά TO ἔέτερο μέρος, αλλά προμήκεις. Διότι ο Πυθαγόρας 
καὶ οἱ κληρονόμοι τῆς σοφίας Tov απέδωσαν TO ἕτερο, δη- 
λαδή ἄλλο ἡ διαφορετικό, μόνο στη δυαδικότητα ή δυάδα, 
τὴν οποία θεώρησαν ἀρχή τῆς διαφοράς. Και εἰπαν ότι ἡ 
πρωταρχική και ἀαδημιούργητη μονάδα ήταν ἡ ἀρχή plas φύ- 
σης πάντοτε ίδιας, που είναι όμοια και σύμφωνη προς τον 
eavto της. Η δυάδα όμως είναι πρωταρχικά ανόμοια προς TH 
μονάδα, επειδή εἰναι ἡ πρώτη που αποδεσμεύεται από av- 
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την. Ἐπομένοως είναι ἡ apy pias κάποιας διαφοράς, επειδή 
είναι AVOLOLA μονάχα κατά μια μονάδα προς αὐτή την πρώ- 
T οὐσία TOV κατέχει LAV αναλλοίωτη ομοιότητα ὑπαρξης. 
Apa οι αριθμοί επαξίως ονομάζονται «μακρύτεροι στο éTE- 
po», δπειδή OL πλευρές τους προηγούνται ἡ μιὰ της άλλης 
κατά μία μόνο μονάδα. 

‘Eva επιπρόσθετο επιχείρημα είναι ότι ἡ διαφορά σωστά 
ορίζεται στο δυαδικό αριθμό, ότι δηλαδή ο όρος ἄλλο ή δια- 
φορετικό επιβεβαιώνεται μόνο από δυο πράγματα, από ε- 
κείνους που μιλούν βέβαια με ακρίβεια. Ἐπιπλέον, ἔχει ano- 
δειχθεί ότι ο περιττός ἀριθμός αντλεί τὴν ολοκλήρωση τοῦυ 
μόνο από τη μονάδα, ενώ ο άρτιος αριθμός μόνο από τη δυ- 
ada. Ὡς εκ τούτου, πρέπει va ειπωθεί ότι ο περιττός αριθ- 
HOG συμμετέχει στην ουσία που κατέχει μιὰν ἀπαράλλακτη 
ομοιότητα ύπαρξης, επειδή σχηματίζεται and τη μονάδα, ε- 
νώ ο άρτιος αριθμός εἶναι πλήρης από TH φύση THS διαφο- 
pac, επειδή αντλεί τὴν OAOKANPw@ON Tov από τη δυάδα. 


KE®AAAIO XV 


Ot τετράγωνοι δημιουργούνται and περιττούς αριθμούς: 
ενώ οἱ ετερομήκεις από ἀάρτιους αριθμούς. 


Av όλοι οι περιττοί αριθμοί παραταχθούν με ἀρχή τη μο- 
νάδα και κάτω ἀακριβώς από αὐτούς τοποθετηθούν οι ἀάρτιοι 
αριθμοί με ἀρχή τη δυάδα, ἡ ἐνώση τῶν περιττών αριθμών 
σχηματίζει τετράγωνους καὶ ἡ ἐνώση τῶν άρτιων αριθμών 
παράγει ετερομήκεις. Ἐπειδή αὐτή εἰναι ἡ φύση τῶν τετρά- 
YOVOV, δηλαδή va παράγονται από περιττούς αριθμούς που 
συμμετέχουν OTH μονάδα, δηλαδή σε μια ουσία απαράλλα- 
κτα ίδια, και ἐπειδή αὐτά είναι toa σε όλα Ta μέρη τοῦς, OL 
γωνίες ίσες προς τις γωνίες, Ol πλευρές προς τις πλευρές, TO 
πλάτος προς το μήκος, πρέπει va ειπωθεί ότι OL ἀριθμοί av- 
τού TOD είδους συμμετέχουν στην αναλλοίωτη ovoia. Kat 
πρέπει va αποδείξουμε ότι εκείνοι οἱ ἀριθμοί, που ἡ ισοτι- 
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μία ή αρτιότητα γεννά μακρύτερους στο ἕτερο μέρος, συμ- 
μετέχουν OTH φύση της διαφοράς. Διότι όπως το | διαφέρει 
από το 2 μόνο κατά !, έτσι οι πλευρές τῶν αριθμών αὐτών 
διαφέρουν μεταξύ τοὺς μονάχα κατά μία μονάδα. Ac τοπο- 
θετήσουμε λοιπόν σε τάξη όλους τοὺς περιττούς αριθμούς με 
ἀρχή τή μονάδα καὶ κάτω από αὐτούς όλους τους άρτιους 
ἀριθμούς με αρχή το 2, δηλαδή: 


1 3 5 7 9 1 13 
2 4 6 8 10 12 14 


Hysitat λοιπόν της περιττής σειράς ἡ μονάδα, mov εἰναι 
από μόνη τῆς ἡ ικανή αἰτία και κατά κάποιον τρόπο μια 
μορφή της ανισότητας. Ἔτσι, με συνέπεια προς τὴν ομοιότη- 
τὰ καὶ THV αναλλοίωτη φύση της, όταν πολλαπλασιάζεται με 
τον εαυτό τῆς, εἰτε σε πλάτος είτε σε ὕψος, διατηρεί TH μορ- 
φή της, ή αν πολλαπλασιαστεί με κάποιον GAAO αριθμό, αυ- 
TOG ο ἀριθμός Sev ἀαπομακρύνεται από TH δική του ποσότητα 
πτμια ιδιότητα που δὲν μπορεί va βρεθεί σε κανένα άλλο 
αριθμό. Αλλά n δυάδα είναι ο NYETNS της άρτιας σειράς Kat 
είναι ομοίως ἡ apyn κάθε διαφοράς. Διότι αν πολλαπλασια- 
στεί με TOV εαυτό τῆς είτε σε πλάτος είτε σε ὕψος, είτε μὲ 
κάποιον GAAO αριθμό, ἀμέσως θα παράγει έναν αριθμό δια- 
φορετικό από αὐτήν. Και ot τετράγωνοι ἀριθμοί παράγο- 
νται προσθέτοντας TOVG όρους τῆς παραπάνω ακολουθίας 
τῶν περιττών, τον ἕνα μὲ τον GAAO. Eto. 1+3+5=9, 
1+3+5+7=16, 1+3+5+7+9=25, καὶ to ίδιο για τους υπό- 
λοιπους. Ὡστόσο από την πρόσθεση τῶν όρων τῆς ακολου- 
θίας τῶν άρτιων αριθμών παράγονται οι ετερομήκεις. Διότι 
ο πρώτος όρος τῆς ακολουθίας, το 2, παράγεται από δύο φο- 
ρές το ένα. Και 2+4=6, και το 6 παράγεται από το 3 πολλα- 
πλασιαζόμενο επί 2. Ἐπίσης, 2+4+6=12, και το 12 παράγε- 
ται από το 4 πολλαπλασιαζόμενο επί 3. Ομοίως παράγονται 
όλοι οι ὑπόλοιποι. 


BIBAIO AYO 
KE®AAAIO XVI 


Σχετικά με τὴ γένεση Kal TOV ορισμό τῶν αριθμών 
mov ονομάζονται πλινθία καὶ εκείνωνΝν ποὺ ονομάζονται 
δοκίδες -ἤ στηλίδες. Σχετικά με τους κυκλικούς ή 
σφαιρικούς αριθμούς. 


Οι αριθμοί που ονομάζονται πλινθία, είναι ἐπίσης στερε- 
οἱ και παράγονται μὲ τον ἀκόλουθο τρόπο. Όταν διαστήμα- 
τὰ επεκταθούν εξίσου κατά μήκος και πλάτος, αλλά ἐχουν 
μικρότερο ὕψος, ο στερεός αριθμός που παράγεται από αυ- 
τά ονομάζεται πλινθίο (στα λατινικά Jaterculus). Τέτοιου εἰ- 
δους είναι 3x3x2=18 ή 4x4x2 - 32, ή οποιοιδήποτε άλλοι 
τέτοιου τύπου. Ορίζονται ὡς στερεοί που παράγονται από 
τον πολλαπλασιασμό ίσων αριθμών μεταξύ τοὺς και ακο- 
λούθως με ένα μικρότερο αριθμό. O1 στερεοί όμως που ονο- 
μάζονται δοκίδες nH στηλίδες παράγονται από ίσους ὀρους 
που πολλαπλασιάζονται μεταξύ τους και ἀκολούθως με ένα 
μεγαλύτερο όρο, όπως 4x4x9=144. Σφηνίσκοι, ή μικρές 
σφήνες, ονομάζονται ot στερεοί ἀριθμοί που παράγονται α- 
πό τον πολλαπλασιασμό άνισων μεταξύ τους αριθμών. Eva 
ot κύβοι παράγονται από τον πολλαπλασιασμό towv αριθ- 
μών. 

Αλλά οι κύβοι, τῶν οποίων TO τελευταίο ψηφίο τοῦ γινο- 
μένου είναι toto pe τον αριθμό από τον οποίο ξεκίνησε ἡ 
πλευρά της κυβικής ποσότητας, ονομάζονται σφαιρικοί: καὶι 
τέτοιοι είναι OL πολλαπλασιασμοί που προέρχονται από τους 
αριθμούς 5 Kat 6. Γιατί 5x 5 Ξ 25, ο πολλαπλασιασμός αρχί- 
Cet από το 5 και τελειώνει στο 5. Και πάλι 25 x 5 = 125. Και 
αν αυτό πάλι πολλαπλασιαστεί με TO 5, το τελευταίο ψηφίο 
θα είναι πάλι το 5. Ούτε και θα ὑπάρξει καμία αλλαγή στο 
λήγοντα αριθμό, ἔστω και αν O πολλαπλασιασμός συνεχιστεί 
επ' άπειρον. Το ίδιο πράγμα᾽ επίσης θα συμβαίνει με OAG τα 
γινόμενα του 6. Ot αριθμοί αὐτοί ονομάζονται κυκλικοί ή 
σφαιρικοί, επειδή καταλήγουν στην ἀρχή από τὴν οποία 
προήλθαν, O1@SG ο κύκλος ή ἡ σφαίρα. Η μονάδα, επίσης, 
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είναι EV δυνάμει ή ικανότητι όπὼς ο κύκλος ή ἡ σφαίρα, για- 
τί σε οποιαδήποτε δύναμη Kat αν ὑψωθεί, λήγει πάντα στον 
εαυτό της από όπου και ξεκίνησε. Av Ὀυπάρχει λοιπόν ἕνας 
μόνο πολλαπλασιασμός, παράγεται μια επιφάνεια και δη- 
μιουργείται ένας κύκλος, αλλά με ένα δεύτερο πολλαπλασια- 
σμό σχηματίζεται μια σφαίρα. Διότι ο δεύτερος πολλαπλα- 
σιασμός EYEL πάντοτε για ἀποτέλεσμα το ὕψος. 


KE®AAAIO XVII 


Σχετικά pe τὴ φύση τῆς ομοιότητας καὶ τῆς διαφοράς 
καὶ τοὺς αριθμούς που συμμετέχγουν σε αὐτές. 


Αὐτά λοιπόν επαρκούν όσον αφορά τα στερεά σχήματα. 
Αλλά εκείνοι που εμβάθυναν περισσότερο στὴν έρευνα τῶν 
πρώτων APYOV TOV πραγμάτων καὶ ἐδῶσαν OTH φύση όλων 
τῶν όντων ένα διττό διαχωρισμό, ισχυρίζονται OTL στην ου- 
σία όλων τῶν πραγμάτων συμμετέχουν ἡ ομοιότητα και ἢ 
διαφορά, ἡ πρώτη από τις οποίες είναι ἡ αἰτία ενός αναλ- 
λοίῳωτου και ἡ τελευταία ενός μεταβλητού τρόπου ὑπαρξης. 
Ομοίως, αὐτές ot δύο apyés ἔχουν σχέση με TH μονάδα και 
τη δυάδα, ἡ τελευταία από τις οποίες, λόγω τοῦ ότι είναι ο 
πρώτος αριθμός που ἀαποχωρεί από την μονάδα, καθίσταται 
διαφορετική. Ἐπειδή όλοι ov περιττοί ἀριθμοί σχηματίζονται 
σύμφωνα με TH φύση της μονάδας και οι ἀριθμοί που προ- 
κύπτουν από την πρόσθεση αυτών είναι τετράγωνα, ETOL τα 
τετράγωνα λέγεται OTL συμμετέχουν στὴν ομοιότητα με διπλό 
τρόπο. Αρχικά επειδή τα ίδια σχηματίζονται από ισότητα, ε- 
φόσον το καθένα παράγεται από τον πολλαπλασιασμό ενός 
αριθμού με τον εαυτό του και τόσο OL γωνίες OOO και OL 
πλευρές εἶναι toss μεταξύ τους, και κατά δεύτερον επειδή 
αὐτά παράγονται από τὴν EVMON τῶν περιττών αριθμών. AA- 
AG οι άρτιοι αριθμοί, επειδή είναι ot μορφές της δυαδικότη- 
TUG και OL προσθέσεις αὐτών σχηματίζουν τοὺς ετερομήκεις 
αριθμούς, λέγεται OTL μέσῳ της φύσης της δυάδας απομα- 
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KPVVOVTAL από TH φύση τῆς ομοιότητας και συμμετέχουν σε 
αὐτή της διαφοράς. Ἐνώ λοιπόν οι πλευρές τῶν τετράγωνων 
ξεκινώντας από THV ισότητα τείνουν προς αὐτή, αντίθετα οι 
ετερομήκεις ἀριθμοί, λόγω της πρόσθεσης της μονάδας, α- 
ποχωρούν από THV ισότητα τῶν πλευρών και εξαιτίας αὐτοῦ 
συγκροτούνται από πλευρές που είναι ανόμοιες καὶ κατά 
μια άποψη διαφορετικές ἡ μία από την άλλη. Κάθε πράγμα 
ἀῦλο, επομένως, λόγω Tov αἀμετάβλητου ποῦ το διακρίνει, 
συμμετέχει OTH φύση της ομοιότητας: ενώ κάθε πράγμα υλι- 
KO, εξαιτίας της μεταβλητής και ἀσταθούς φύσης του, συμμε- 
τέχει στή φύση της διαφοράς. 

Πρέπει λοιπόν τώρα va δειχθεί ότι όλα τα είδη τῶν αριθ- 
HOV και όλες OL καταστάσεις, είτε πρόκειται για σχετική πο- 
σότητα, όπῶς τῶν πολλαπλάσιων ή τῶν επιμόριων κ.λπ., είτε 
για ποσότητα που sSetaCetat από μόνη της, γίνονται κατα- 
νοητά με αὐτή TH διπλή φύση τῶν αριθμών, δηλαδή τῶν τε- 
τράγωνων καὶ τῶν ETEPOLNKOAV. Όπωῶς επομένως ο κόσμος 
anoteAsitat από μία αμετάβλητη και μία μεταβλητή ovoia, 
ἔτσι κάθε αριθμός σχηματίζεται and τετράγωνα, που συμμε- 
τέχουν στο ἀμετάβλητο, και από ετερομήκεις, που συμμετέ- 
χοῦν στη μεταβλητότητα. Kat’ αρχάς, ot αριθμοί που εἰναι 
προμήκεις πρέπει va διακριθούν από εκείνους που εἰναι ε- 
τερομήκεις. Διότι οἱ τελευταίοι παράγονται από τον πολλα- 
πλασιασμό δύο αριθμών που διαφέρουν μεταξύ τοὺς κατά 
μία μονάδα, όπὼς το 6 που παράγεται από το 2 πολλαπλα- 
σιασμένο επί 3, ή το 12 που παράγεται από το 4 πολλαπλα- 
σιασμένο επί 3. Αλλά οι προμήκεις αριθμοί παράγονται από 
τον πολλαπλασιασμό δύο αριθμών που διαφέρουν μεταξύ 
τους περισσότερο από TH μονάδα, όπως 3x5 ή ϑ3χόη 4x7. 
Ἐπειδή λοιπόν είναι περισσότερο εκτεταμένοι στο μήκος α- 
πό 060 στο πλάτος, πολύ σωστά ονομάζονται προμήκεις ή 
μακρύτεροι στο πρόσθιο μέρος Αλλά τὰ τετράγωνα, επειδή 
TO πλάτος τοῦς είναι ίσο με το μήκος τους, μπορούν σωστά 
va ονομαστούν ανάλογου μήκους ἡ ίδιου πλάτους. Αντίθετα 
Ol ετερομήκεις, ἐπειδή δὲν εκτείνονται στο ίδιο μήκος, ονο- 
μάζονται ἄλλον μήκους και μακρύτεροι στο ἕτερο μέρος. 
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KE®AAAIO XVIII 


Oha τὰ πράγματα αποτελούνται από opoidtnta 
καὶ διαφορά. H αλήθεια αὐτή επιβεβαιώνεται 
πρωταρχικά OTOUG αριθμούς. 


Κάθε πράγμα ὀμῶς, που από TH φύση καὶ την ουσία του 
είναι ἀαμετάβλητο, είναι ορισμένο και συγκεκριμένο᾽ διότι ε- 
κείνο που dev επιδέχεται καμία αλλαγή, ποτέ δεν παύει va 
Ὁπυπάρχει και ποτέ SEV μπορεί va είναι κάτι που δεν ήταν. H 
μονάδα είναι αὐτού tov είδους Kat ot ἀριθμοί εκείνοι που 
σχηματίζονται από TH μονάδα, λέγεται ότι είναι συγκεκριμέ- 
νοι και ότι κατέχουν μιαν ομοιότητα ύπαρξης. Avtoi, wotd- 
σο, είναι τέτοιοι που αὐξάνονται από ίσους αριθμούς όπως 
Ol τετράγωνοι, ή εκείνοι που σχηματίζονται από τη μονάδα, 
δηλαδή ov περιττοί αριθμοί. Αντιθέτως ἡ δυάδα και όλοι OL 
ετερομήκεις ἀριθμοί, ὡς συνέπεια του αποχωρισμού τοῦς α- 
TO μια συγκεκριμένη ουσία, λέγεται ότι ἔχουν μεταβλητή και 
αόριστη φύση. Κάθε αριθμός επομένως αποτελείται από πε- 
ριττούς και άρτιους, ot οποίοι διαφέρουν κατά πολύ Kal εἰ- 
ναι αντίθετοι μεταξύ τους. Διότι οι πρώτοι είναι ἡ σταθερό- 
THI και οι τελευταίοι ἡ ασταθής αλλαγή. Ol πρώτοι κατέ- 
χοῦν TH δύναμη μιᾶς αμετακίνητης ovotac, ενώ οι τελευταίοι 
είναι μια κινητή μεταλλαγή. Ot πρώτοι είναι συγκεκριμένοι, 
αλλά οι τελευταίοι εἰναι μια ἀσαφής συσσώρευση πλήθους. 
Αὐτοί όμως, αν και αντίθετοι, είναι κατά κάποιο τρόπο EVO- 
μένοι μὲ φιλία και συμμαχία καὶ μέσω της δημιουργού δύ- 
νᾶάμης και τῆς κυριαρχίας τῆς μονάδας παράγουν ένα σώμα 
αριθμού. Ἐκείνοι επομένως που στοχάστηκαν σχετικά με TOV 
κόσμο και τὴν ίδια την κοινή φύση τῶν πραγμάτων, δεν ὀρι- 
σαν ανώφελα, οὔτε απερίσκεπτα πὼς πρόκειται για τον πρώ- 
TO διαχωρισμό της ουσίας TOV σύμπαντος. Ο Πλάτωνας στον 
Τίμαιο ονομάζει κάθε πράγμα mov περιέχει O κόσμος από- 
YOVO τῆς ομοιότητας και τῆς διαφοράς. ᾿Ισχυρίζεται ότι υ- 
πάρχει ἕνα πράγμα Tov είναι πάντοτε αληθινό ον, αδιαίρετο 
και ἀγέννητο, και ἕνα άλλο που γεννάται ή συνεχώς ἔρχεται 
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os ὑπαρξη Kat είναι διαιρετό, αλλά ποτέ δεν VTApPyEt αληθι- 
νά. Koto Φιλόλαος λέει πῶς αναγκαστικά οτιδήποτε υπάρ- 
χει, εἰναι site πεπερασμένο site άπειρο, διότι ήθελε va απο- 
δείξει ότι όλα τὰ πράγματα απαρτίζονται site από άπειρα 
εἰτε από πεπερασμένα, σύμφωνα προς το αντίστοιχο TOD α- 
ριθμού. Διότι σχηματίζονται από την ἐνώση της μονάδας Kat 
τῆς δυάδας, από τον περιττό και τον άρτιο, που αποδεδειγ- 
μένα ανήκουν στὴν ίδια σειρά όπως ισότητα και ανισότητα, 
ομοιότητα και διαφορά, συγκεκριμένο και αόριστο. Έτσι, 
δεν υποστηρίζεται αναίτια ἡ άποψη ότι όλα Ta πράγματα 
που αποτελούνται από αντίθετα, ενώνονται και συντίθενται 
από μια κάποια αρμονία. Διότι ἡ αρμονία είναι ἐνώση πολ- 
λών πραγμάτων και συμφωνία τῶν αντίθετων φύσεων. 


KE®AAAIO XIX 


Από τὴ φύση τῶν αριθμών που χαρακτηρίζονται 
από ομοιότητα καὶ από τὴ φύση εκείνων που 
χαρακτηρίζονται από διαφορά, δηλαδή 
από τοὺς τετράγωνους καὶ τοὺς ετερομήκεις, 
συνίστανται ὄλες οἱ σχέσεις τῶν αναλογιών. 


Ac τοποθετήσουμε λοιπόν τώρα σξ LIA κανονική σειρά, 
όχι τους άρτιους και περιττούς αριθμούς, από τους οποίους 
παράγονται OL τετράγωνοι καὶ OL ετερομήκεις αριθμοί, αλλά 
ta ίδια ta δύο τελευταία είδη αριθμών. Με avtov τον τρόπο 
θα παρατηρήσουμε κάποια συμφωνία αυτών στὴν παραγωγή 
τῶν άλλων ειδών αριθμών. Ac πάρουμε λοιπόν δύο ακολου- 
θίες, μία τῶν τετράγωνων μὲ ἀρχή τη μονάδα και μία τῶν 
ετερομηκών LE ἀρχή τη δυάδα, δηλαδή: 


1 4 9 16 25 36 49 
2 6 12 20 30 42 56 
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Av, λοιπόν, 0 πρώτος όρος τῆς plas ἀκολουθίας ovyKpt- 
θεί με TOV πρώτο όρο της άλλης, θα βρεθεί ἡ ποσότητα Tov 
διπλάσιου, που είναι το πρώτο εἰδος της πολλαπλασιότητας. 
Αλλά αν ο δεύτερος όρος της μιὰς συγκριθεί μὲ TO δεύτερο 
όρο της άλλης, παράγεται ἡ κατάσταση τῆς ημιόλιος ποσότη- 
τας. Ἐάν ο τρίτος συγκριθεί με τον τρίτο, γεννάται ο επίτρι- 
τος λόγος. Εάν ο τέταρτος ME τον τέταρτο, O επιτέταρτος, και 
αν ο πέμπτος LE τον πέμπτο, ο επίπεμπτος λόγος. Έτσι συνε- 
χίζοντας επ' ἄπειρον, επιμόριος λόγος θα παράγεται αμετά- 
Banta. Στον πρώτο λόγο όμως, που εἰναι εκείνος Tov δυο 
προς ένα, ἡ διαφορά ανάμεσα στοῦς δύο Opove είναι μονά- 
χα 1, αλλά στον ημιόλιο λόγο ἡ διαφορά είναι 2. “tov επί- 
τριτο ἡ διαφορά είναι 3, ενώ στον επιτέταρτο 4. Apa, σύμ- 
φῶνα HE τον επιμόριο σχηματισμό τῶν αριθμών, ἡ διαφορά 
συνεχώς αὐξάνεται κατά 1. Αν πάλι, ο δεύτερος τετράγωνος 
συγκριθεί WE TOV πρώτο ετερομήκη αριθμό, ο τρίτος με TO 
δεύτερο, ο τέταρτος HE τον τρίτο, ο πέμπτος HE τον τέταρτο, 
κιλπ., ίδιοι λόγοι θα παραχθούν, δηλαδή επιμόριοι. Edo ό- 
μῶς, ἡ ἀρχική διαφορά τῶν δύο ὀρῶν δεν είναι ἡ μονάδα 
αλλά 1 δυάδα. Κατόπιν συνεχίζει με τους ίδιους dpovs ez’ 
ἄπειρον. Και ο δεύτερος όρος τῆς μιᾶς σειράς θα εἰναι δι- 
πλάσιος από τον πρώτο GPO τῆς GAAS. O τρίτος της μιας θα 
είναι ημιόλιος του δεύτερου της άλλης. Ο τέταρτος θα είναι 
επίτριτος TOV τρίτου Kat οὕτω καθεξής, σύμφωνα LE τη συμ- 
φωνία που επιδείχθηκε παραπάνω. 

Ἐπιπροσθέτως, οι τετράγωνοι διαφέρουν μεταξύ τους κα- 
τά περιττούς αριθμούς, EVM OL ετερομήκεις κατά άρτιους α- 
ριθμούς. 

Av ὀμῶς ο πρώτος ετερομήκης ἀριθμός τοποθετηθεί ανά- 
μεσα στον πρώτο και δεύτερο τετράγωνο, θα σχηματίζει με 
τον καθένα από αὐτούς λόγο δύο προς ένα. Av, επίσης, o 
δεύτερος ετερομήκης τοποθετηθεί ἀνάμεσα στο δεύτερο καὶι 
τρίτο τετράγωνο, ἡ μορφή του ημιόλιου λόγου θα παραχθεί 
και στους δύο όρους. Av ο τρίτος από αὐτούς τους αριθμούς 
τοποθετηθεί ἀνάμεσα στον τρίτο καὶ τέταρτο τετράγωνο, θα 
δημιουργηθεί ο επίτριτος λόγος. Εφαρμόζοντας συνεπώς τον 
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Διαφορά Περιττών 


μενα: 
aa 
\oO 
μ 
n 
nN 
Nn 
w 
nN 
Lb 
\o 


Τετράγωνοι 


Διαφορά Αρτίων 
4 6 ὃ 10 12 14 
2 6 12 20 30 42 56 
Ετερομήκεις 


τρόπο αὐτό στους υπόλοιπους, όλα τα επιμόρια είδη θα πα- 
ραχθούν. 

Ἐπιπλέον, αν δύο από τους παραπάνω τετράγωνους αριθ- 
μούς προστεθούν και ο ενδιάμεσος ετερομήκης αριθμός 
πολλαπλασιαστεί HWE TO 2 καὶ προστεθεί στο άθροισμα τοῦς, 
το προκύπτον άθροισμα θα εἰναι ἕνας τετράγωνος αριθμός. 
Tia παράδειγμα 1+4=5, καὶ το 5 προστιθέμενο oto 2 x 2 ι- 
σούται με 9. Ομοίως, 4+9=13 καὶ το 13 προστιθέμενο στο 
2x6 ισούται με 25. Το ίδιο toyvet για τους υπόλοιπους. Av 
yn διαδικασία αντιστραφεί και ἀνάμεσα στοὺς δύο πρώτους 
ετερομήκεις ἀριθμούς τοποθετηθεί ο δεύτερος τετράγωνος 
-που είναι στὴν τάξη ο δεύτερος, αλλά εν ενεργεία O πρώ- 
τος- και αν αυτός ο τετράγωνος διπλασιαστεί καὶ προστεθεί 
στο ἀάθροισμα τῶν δύο άλλων όρων, το άθροισμα θα εἰναι 
πάλι ένας τετράγωνος. Tia παράδειγμα, προσθέτουμε αρχι- 
κά το 2 WE το 6 και μετά προσθέτουμε το διπλάσιο Tov 4. Το 
άθροισμα είναι o τετράγωνος 16. Ομοίως, αν προστεθούν o 
δεύτερος καὶ τρίτος ετερομήκης ὄρος και στο ἀάθροισμα 
τους προσθέσουμε το διπλάσιο τοῦ τρίτου τετράγωνου, δη- 
λαδή av oto 12+6=18 προστεθεί to διπλάσιο Tov 9, το ά- 
θροισμα θα είναι ο τετράγωνος 36. Ἐπίσης, 12+20=32, προ- 
στιθέμενο στο διπλάσιο του 16, ισούται με τον τετράγωνο 64- 
και το ίδιο για τους ὑυπόλοιπους. 

Είναι επίσης αξιοθαύμαστο Ott όταν ένας ετερομήκης α- 
ριθμός τοποθετηθεί ὡς μέσο δύο τετραγώνων, και ἕνας τε- 
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τράγωνος παραχθεί μὲ τὴν παραπάνω διαδικασία από τους 
τρεις όρους, ο τετράγωνος που παράγεται, ἔχει πάντοτε πε- 
ριττό αριθμό για πλευρά του. Ἔτσι από 1+4 ovv το διπλάσιο 
του 2, παράγεται ο τετράγωνος 9, ἡ πλευρά TOV οποίου είναι 
ο περιττός αριθμός 3. Και ο τετράγωνος 25, που παράγεται 
από 4:9 ovv το διπλάσιο tov 6, ἔχει για πλευρά τοῦ τον 
περιττό αριθμό 5. Ἐπίσης, ο τετράγωνος 49, που προκύπτει 
από την ἀθροιση τῶν 9, 16 Kat του διπλάσιου του 12, ἔχει 
για πλευρά τοῦ τον περιττό αριθμό 7. Το ίδιο θα βρεθεί va 
συμβαίνει και στους υπόλοιπους. 

Αντίθετα, όταν ένας τετράγωνος υφίσταται μεταξύ δύο ε- 
τερομηκών ἀαριθμών όλοι OL τετράγωνοι που παράγονται α- 
πό αὐτούς, θα éxovv άρτιους αριθμούς για πλευρές τους. Ἐ- 
TOL, O τετράγωνος 16, παραγόμενος από THV πρόσθεση τῶν 2, 
6 καὶ του διπλάσιου Tov 9, έχει πλευρά τον άρτιο αριθμό 6. 
Ἐπίσης, ο τετράγωνος 64, παραγόμενος από την πρόσθεση 
tov 12, 20 kat του διπλάσιου του 16, ἔχει πλευρά τον άρτιο 
αριθμό ὃ. Το ίδιο συμβαίνει και με τους υπόλοιπους. 


KE®AAAIO XX 


Από τετράγωνους και ετερομήκεις αριθμούς 
συνίστανται ὄλα τὰ αριθμητικά σχήματα Με ποῖον 
τρόπο οι ετερομήκεις αριθμοί παράγονται από 
τους τετράγωνους καὶ αντίστροφα. 


Αξίζει επίσης va παρατηρηθεί ότι από αὐτούς τοὺς δύο 
παράγονται όλα Ta σχήματα. Διότι TA τρίγωνα που εἰναι τὰ 
αρχικά στοιχεία όλων τῶν άλλων αριθμητικών σχημάτων, ό- 
πὼς δείξαμε προηγουμένως, προκύπτουν από Ta αθροίσματα 
αὐτών. Ἔτσι, από to 1, mov είναι ο πρώτος τετράγωνος EV 
δυνάμει ή ικανότητι, Kat To 2, που είναι ο πρώτος ετερο- 
μήκης αριθμός, σχηματίζεται ο τρίγωνος 3. Ἐπίσης από το 2 
Kat To 4, το δεύτερο τετράγωνο, γεννιέται ο τρίγωνος 6. Ο- 
μοίως, από το 4 και το 6 προκύπτει ο τρίγωνος 10: καὶ TO 
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ίδιο για τους ὑυπόλοιπους. Ac τοποθετήσουμε λοιπόν EVAAAGE 
τοὺς τετράγωνους και τοὺς ετερομήκεις ἀριθμούς, και ας το- 
ποθετήσουμε από κάτω τοὺς τρίγωνους που παράγονται από 
αὐτούς, όπως ακολούθοως: 


Τετράγωνοι και Ἑτερομήκεις διατεταγμένοι εναλλάξ 
1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36 42 
3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 


Τρίγωνοι 


Αλλά κάθε τετράγωνος, αν ἡ πλευρά Tov προστεθεί σε 
αὐτόν ή αφαιρεθεί από αὐτόν, μετατρέπεται σε ετερομήκη 
αριθμό. Av δηλαδή στον τετράγωνο 4 προστεθεί ἡ πλευρά 
του 2, το άθροισμα είναι 6, και αν το 2 αφαιρεθεί από το 4, 
το ὑπόλοιπο είναι 2. Και ot δύο αριθμοί 6 και 2 είναι ετε- 
ρομήκεις. Ομοίως, προσθέτοντας το 3 oto 9 και αφαιρών- 
τας το 3 από αυτό παράγονται ta 12 Kat 6, που είναι ἀριθμοί 
ετερομήκεις. Αὐτό όμως προκύπτει από TH μεγάλη δύναμη 
τῆς διαφοράς. Διότι κάθε πεπερασμένη και ορισμένη δύνα- 
μη, όταν αποχωρεξί από TH φύση τῆς τσότητας καὶ από τὴν 
οὐσία που περιέχεται μέσα στα ὀόρια τῆς, γίνεται site υπερά- 
φθονη site ελλιπής, κλίνει προς το μεγαλύτερο ή το μικρότε- 
po. Αντίθετα, αφαιρώντας τὴν πλευρά του τετραγώνου από 
TO μεγαλύτερο, ή προσθέτοντας τὴν στο μικρότερο ετερο- 
μήκη αριθμό, ο ενδιάμεσος τετράγωνος θα παραχθεί. ‘Eto, 
6-2, ἡ 2 + 2 ισούται LE 4. 

Φαίνεται λοιπόν κατ' αρχάς ότι ἡ μονάδα εἰναι ἡ ἀρχή 
μιας ουσίας τελείως αμετάβλητης Kat όὀμοιας, ενώ ἡ δυάδα 
είναι ἡ ἀρχή της διαφοράς και της μεταβολής. Κατά δεύτε- 
ρον φαίνεται ότι GAOL οι περιττοί αριθμοί, εξ αἰτίας της συ- 
νάφειας τους HE TH μονάδα, συμμετέχουν στὴν ουσία TOV εἰ- 
ναι ἀπαράλλακτα όμοια, ενώ οι άρτιοι αριθμοί, εξαιτίας της 
συνάφειας TOVG HE TH δυάδα, αναμιγνύονται LE TH διαφορά. 
Ἐπομένως, ol τετράγωνοι, ἐπειδή ἡ σύνθεση καὶ ἡ συνένωση 
τους γίνεται από περιττούς αριθμούς, συμμετέχουν σε [LLAV 
ἀμετάβλητη ovoia. Αντίθετα ot ετερομήκεις αριθμοί, επειδή 
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YEVVLODVTAL ATO TH OVVEVMON άρτιων αριθμών, ποτέ δεν a- 
ποχωρίζονται την ανομοιότητα της διαφοράς. 


KE®AAAIO XXI 


Ποια συμφωνία υπάρχει στὴ διαφορά Kat to λόγο, 
ανάμεσα στοὺς τετράγωνους καὶ τοὺς ετερομήκεις 
ἀριθμούς, όταν avtoi διαταχθούν εναλλάς. 


Av, λοιπόν, οι τετράγωνοι και οι ετερομήκεις αριθμοί 
διαταχθούν εναλλάξ, υπάρχει τέτοια σύνδεση μεταξύ τοῦς, 
ὥστε κάποιες φορές παρουσιάζουν τους ίδιους λόγους, αλλά 
όχι τις ίδιες διαφορές: ενώ άλλες φορές παρουσιάζουν τις 
ίδιες διαφορές, αλλά διαφορετικούς λόγους. Ac τοὺς διατά- 
ἕουμε λοιπόν εναλλάξ ἀαρχίζοντας από τη μονάδα, όπως ακο- 
λουθεί: 1, 2, 4, 6, 9, 12, 16, 20, 25, 30. Le αυτή τη διάταξη θα 
ανακαλύψουμε ότι ἀνάμεσα στο |, mov είναι ο πρώτος Ev 
δυνάμει τετράγωνος, καὶ το 2 ὑπάρχει ένας λόγος δυο προς 
ένα. Εδώ επομένως, ἕνας τετράγωνος ενώνεται με EVOV ετε- 
ρομήκη αριθμό, ο οποίος EVMVETAL LE τον δπόμενο τετράγω- 
νο εμφανίζοντας τον ίδιο λόγο, αλλά όχι την ίδια διαφορά. 
Γιατί ἡ διαφορά ανάμεσα oto 2 καὶ το | είναι ἡ μονάδα, 
αλλά ἀνάμεσα στο 4 και το 2 ἡ διαφορά είναι 2. Και πάλι, 
av το 4 συγκριθεί με το 2, ο λόγος είναι δύο προς ένα, αλλά 
av το 6 συγκριθεί με το 4 ο λόγος είναι ημιόλιος. LE αὐτό TO 
παράδειγμα οι όροι δὲν εμφανίζουν τους ίδιους λόγους, αλ- 
λά ἐχουν ion διαφορά. Γιατί n διαφορά ανάμεσα στο 4 Kat 
to 2 είναι 2, και ἡ ίδια διαφορά ὑπάρχει ἀνάμεσα στο 6 Kat 
to 4. Στους επόμενους επίσης, κατά τον ίδιο τρόπο όπως 
στοὺς πρώτους αριθμούς, ο λόγος είναι ίδιος, ἡ διαφορά ό- 
hos δὲν είναι ίδια. Ἔτσι, το 4 ενώνεται με το 6, και το 6 με 
το 9, με ημιόλιο λόγο, αλλά το 6 υπερβαίνει το 4 κατά 2 και 
to 9 υπερβαίνει το 6 κατά 3. Ομοίως, στους όρους που ακο- 
λουθούν, τη μια φορά οι λόγοι είναι ίδιοι, αλλά ἡ διαφορά 
δεν είναι ίδια: καὶ THV άλλη φορά, αντίστροφα, ἡ διαφορά 
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είναι idta, αλλά οι λόγοι διαφέρουν. Επιπροσθέτως, y δια- 
φορά ανάμεσα στοὺς τετράγωνους και τοὺς ετερομήκεις αυ- 
ξάνει συμφωνά με την ακολουθία τῶν φυσικών αριθμών, αλ- 
λά κάθε όρος διαφοράς εμφανίζεται δυο φορές, όπως γίνε- 
ται φανερό από τον ακόλουθο πίνακα: 


1 2 4 6 9 1 16 20 25 30 386 


Διαφορές 


Ὡστόσο ἡ συμφωνία και ἡ διαφορά αὐτών τῶν δυο ειδών 
αριθμών μπορεί να γίνει περισσότερο εμφανής, εάν πάρου- 
pe δύο σειρές από αὐτούς, στὴν πρώτη από τις οποίες Ot E- 
τερομήκεις ἀριθμοί τοποθετούνται ἀνάμεσα στοὺς τετράγω- 
νους, δνώ στη δεύτερη OL τετράγωνοι ἀνάμεσα στοῦς ετε- 
ρομήκεις, ONTOS παρακάτο: 


epee τς Sh 22. Bic BE πο αὐ BE ΩΣ, ὦ 
διαφορές 


Ἑτερομήκεις 
ἀνάμεσα σε ᾿ 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36 


τετράγωνους 


Ἴσες διαφορές ᾿ 2 2 3 3 4 4 5 9 6 6 


Τετράγωνοι 
ἀνάμεσα σε }: 4 6 9 12 16 20 25 30 36 42 


ετερομήκεις 


Στὴν πρώτη από AVvTES τις σειρές γίνεται φανερό ότι OL 
ετερομήκεις παρουσιάζουν τον ίδιο λόγο HE τοὺς τετράγω- 
νους ἀνάμεσα OTOVG οποίους ἔχουν τοποθετηθεί, αλλά δεν 
έχουν τις ίδιες διαφορές μεταξύ τους. Ἔτσι το 2 είναι προς 
to 1 ὀπὼς το 4 προς το 2. Και to 6 είναι προς το 4 όπως το 
9 προς το 6. Και to 12 είναι προς το 9 όὀπῶς το 16 προς το 
12. Και το ίδιο για τοὺς υπόλοιπους. Αλλά ἡ διαφορά ανάμε- 
oa στο | Kat στο 2 είναι 1, ενώ ἀνάμεσα στο 2 καὶ το 4 είναι 
2. Η διαφορά ανάμεσα στο 4 και το 6 είναι 2, αλλά ἀνάμεσα 
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oto 6 και το 9 είναι 3. Η διαφορά ανάμεσα oto 9 καὶ to 12 
είναι 3, αλλά ἀνάμεσα oto 12 καὶ το 16 είναι 4. To ίδιο πα- 
PATHPEITAL και στους ὑυπόλοιπους. Ltn δεύτερη όμως από αυ- 
τές τις σειρές οι διαφορές εἰναι ίσες, αλλά οι λόγοι άνισοι. 
Γιατί ο λόγος του 4 προς το 2 δεν toovtat με αὐτόν του 6 
προς το 4. Ούὔτε ο λόγος Tov 9 προς το 6 είναι ίσος με αὐτόν 
tov 12 προς to 9. Ούτε αὐτός του 16 προς το 12 toovTaL LE 
εκείνον tov 20 προς το 16. ὥς εκ τούτου, γίνεται φανερό ότι 
Ol τετράγωνοι, όταν τοποθετούνται ἀνάμεσα OE ετερομήκεις 
αριθμούς, διατηρούν ένα αριθμητικό μέσο όρο. Αντίθετα οι 
ετερομήκεις ἀριθμοί, όταν τοποθετούνται ἀνάμεσα σε τε- 
τράγωνους, διατηρούν ἕνα γεωμετρικό μέσο όρο. Έτσι, το 4 
είναι το ἀαριθμητικό μέσο στο 2 Kat το 6. To 9 είναι το αριθ- 
μητικό μέσο ανάμεσα στο 6 και το 12. Τέτοια εἶναι ἡ θέση 
tov 16 ἀνάμεσα oto 12 και το 20. Και το toto για τους υπό- 
λοιπους. Αλλά στην άλλη σειρά, το 2 είναι το γεωμετρικό 
μέσο ανάμεσα στο | Kai το 4, το 6 ἀνάμεσα στο 4 και το 9, 
to 12 ἀνάμεσα στο 9 και το 16 και ούτῳ καθεξής. 

Ἐπίσης, στην πρώτη σειρά, οι διαφορές είναι νισες ὡς 
προς την ποσότητα, αλλά toss κατ' όνομα. Δηλαδή yn διαφο- 
ρά ανάμεσα στο | Katto 2 είναι 1, και ἀνάμεσα στο 2 καὶ TO 
4 ἡ διαφορά είναι 2. Qo προς την ποσότητα, επομένως, το | 
καὶ To 2 είναι άνισα, αλλά ὡς προς το όνομα toa, εφόσον 
καθένα είναι το ολόκληρο τῆς μικρότερης καὶ TO μισό της 
μεγαλύτερης ποσότητας. Δηλαδή to | είναι το ολόκληρο Tov 
1 προς το οποίο ισούται, και μισό του 2. Ομοίως, ἡ διαφορά 
2 είναι TO ολόκληρο Tov 2 προς TO οποίο ισούται, και το μι- 
σό του 4. Και πάλι, το 2 εἰναι ἡ διαφορά τῶν 4 και 6, και 3 
είναι n διαφορά τῶν 6 και 9. Και αὐτά είναι άνισα ὡς προς 
τὴν ποσότητα, αλλά ίσα κατ' όνομα. Γιατί στον κάθε λόγο η 
διαφορά είναι TO μισό του μικρότερου και ταυτόχρονα το ἔ- 
va τρίτο tov μεγαλύτερου αριθμού. Δηλαδή tov 2 είναι το 
μισό του 4, αλλά και το Eva τρίτο του 6. To 3 είναι το μισό 
του 6 αλλά και το ἕνα τρίτο του 9. Κατά τον ίδιο τρόπο, 3 
είναι ἡ διαφορά ανάμεσα στο 9 και το 12, και 4 είναι ἡ δια- 
φορά avausoa oto 12 καὶ to 16° και αὐτά είναι άνισα ὡς 
προς τὴν ποσότητα, αλλά ίσα κατ' όνομα, αφού το καθένα 
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είναι το ένα τρίτο TOD μικρότερου, αλλά και TO Eva τέταρτο 
του μεγαλύτερου. Kat to toto οι υπόλοιποι. Eivat λοιπόν φα- 
νερό ότι οι διαφορές προχωρούν από το ολικό προς το μερι- 
KO. Γιατί ἡ πρώτη και ἡ δεύτερη διαφορά είναι το ολόκληρο 
Kat to ένα δεύτερο. H τρίτη και ἡ τέταρτη διαφορά είναι το 
ένα δεύτερο και το ένα τρίτο. Η πέμπτη και ἡ έκτη διαφορά 
είναι το ένα τρίτο και το ένα τέταρτο. Και κατά έναν όμοιο 
τρόπο τα υπόλοιπα. 

Αντίθετα, στη δεύτερη σειρά, οι διαφορές είναι ίσες ὡς 
προς την ποσότητα, αλλά άνισες κατ' όνομα. Γιατί tov δύο 
πρώτων ὀρῶν 2 και 4, n διαφορά είναι 2, που είναι Kat δια- 
φορά τῶν 4 και 6. Avtés οι διαφορές εἰναι ίσες ὡς προς τὴν 
ποσότητα. Η διαφορά 2 όμως, αν και είναι το ολόκληρο Tov 
μικρότερου από τους πρώτους ὀροῦς, είναι μόνο TO μισό TOD 
μικρότερου από τοὺυς δεύτερους ὀρους. Και av και είναι το 
μισό του μεγαλύτερου από τους πρώτους όρους, είναι μόνο 
το ένα τρίτο του μεγαλύτερου από τους δεύτερους ὀροῦυς. Ο- 
μοίως, ἡ διαφορά ανάμεσα στους 6 και 9 Kat στους 9 και 12 
είναι 3. Αλλά, αὐτή ἡ διαφορά είναι το ένα δεύτερο TOD μι- 
κρότερου από τοὺς πρώτους όρους, αλλά το ένα τρίτο του 
μικρότερου από τους δεύτερους όρους. Είναι επίσης το ένα 
τρίτο TOD μεγαλύτερου από τους πρώτους, αλλά μόνο το ένα 
τέταρτο του μεγαλύτερου από τοὺς δεύτερους Opovs. Το ίδιο 
ισχύει και για τους πυπόλοιπους. 


KE®AAAIO XXII 


Mia απόδειξη ότι ta τετράγωνα Kat οἱ κύβοι 
συμμετέχουν στή φύση τῆς ομοιότητας. 


Είναι ολοφάνερο ότι GAG Ta τετράγωνα είναι συγγενή HE 
τοὺς περιττούς αριθμούς, επειδή σε οποιαδήποτε διάταξῃη, 
εἰτε αυτή τῶν λόγων δύο προς ἕνα, site αὐτή τῶν λόγων τρία 
προς ένα, αρχίζοντας από τη μονάδα, βρίσκονται πάντοτε 
στη θέση ενός περιττού αριθμού σύμφωνα με τη φυσική ακο- 
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λουθία τῶν αριθμών. Oa βρίσκονται exions ot θέση τῶν 
περιττών αριθμών στη διάταξη τῶν λόγων τέσσερα προς Eva, 
πέντε προς ένα K.AT., αν και δεν είναι αλήθεια ότι OTIC σει- 
ρές αὐτές βρίσκονται μόνο os τούτες τις θέσεις. Ac τοπο- 
θετήσουμε αριθμούς σε μια κανονική σειρά, πρώτα αὐτούς 
που σχηματίζουν λόγο δύο προς ένα, μετά εκείνους που σχη- 
ματίζουν λόγο τρία προς ένα κιλπ. όπὼς παρακάτο: 


Θέση περιττών GOLOLGV 1 3 5 7 


Axohov0ta με λόγο δύο 12 4 8 16 32 64 128 
προς ἕνα 

Αχολουθία pe λόγο τρία 5 2 0. 27 8! 243. 729 2187 
προς EVA 

Ακολουθία μὲ λόγο 1 4 (64. 64 256 1024 4096 16384 
τεσσερα προς ενα 


Ακολουθία με λόγο 


‘ : 1 5 25 125 625 3125 15625 78125 
πέντε προς ἕνα 


᾿Ἀκολουθία: UE RONS 1 6 36 216 1296 7776 46656 279936 
ἕξι προς Eva 

Ἐδώ, στην πρώτη και δεύτερη ακολουθία φαίνεται ότι ό- 
λοι οι τετράγωνοι βρίσκονται στις θέσεις τῶν περιττών αριθ- 
μών. Eto, ta 4 και 9 βρίσκονται στη θέση Tov 3, ta 16 και 
81 βρίσκονται στη θέση Tov 5 Kat Ta 64 και 729 βρίσκονται 
στη θέση του 7. Το ίδιο παρατηρείται και για Ta υπόλοιπα. 
Αλλά στην ακολουθία τῶν αριθμών που σχηματίζουν λόγο 
τέσσερα προς Eva, οι ἀριθμοί που βρίσκονται ot δεύτερη 
Kal τέταρτη θέση (αυτές είναι θέσεις Aptiav αριθμών) δη- 
λαδή τα 4 και 64, είναι ομοίως τετράγωνοι, όὀπῶὼς επίσης και 
οι ἀριθμοί που βρίσκονται στην τρίτη, πέμπτη, κ.λπ. θέση. 

Ou κύβοι επίσης, μολονότι έχουν τρεῖς διαστάσεις, επειδή 
παράγονται από πολλαπλασιασμό ίσων αριθμών, συμμετέ- 
χοῦν σε μια ἀαμετάβλητη οὐσία και συνδέονται με την ομοιό- 
τητα, γιατί γεννιούνται and την ἐνώση περιττών, αλλά ποτέ 
από αὐτή τῶν άρτιων αριθμών. Διότι αν όλοι οι περιττοί α- 
ριθμοί τοποθετηθούν σε μιὰ κανονική σειρά LE ἀρχή τη μο- 
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vada, δηλαδή: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, ἡ πρόσθε- 
on avtav θα σχηματίσει κύβους αριθμούς. Έτσι, εφόσον το 
1 είναι ο πρώτος κύβος ev δυνάμει, αν ot δύο επόμενοι α- 
ριθμοί, δηλαδή οι 3 και 5, προστεθούν, το άθροισμα τους θα 
είναι ο δεύτερος κύβος, που είναι το ὃ. Ἐπίσης, αν o1 τρεις 
ἀριθμοί που ἕπονται αυτών προστεθούν, δηλαδή 7, 9, 11], το 
άθροισμα τους 27 θα είναι ο τρίτος κύβος. Και οι τέσσερις 
επόμενοι αριθμοί, 13, 15, 17, 19 θα παράγουν, όταν προστε- 
θούν, τον τέταρτο κύβο, δηλαδή το 64. Το ίδιο ἰσχύει καὶ για 
τους υπόλοιπους. 


KE®AAAIO XXIII 


Σχετικά pe τὴν αναλογικότητα ἠ avadoyia. 


Αρκετά ειπώθηκαν σε σχέση με αὐτά Ta εξειδικευμένα 
ζητήματα. Απαιτείται τώρα va συζητήσουμε Ta σχετικά με 
τις ἀαναλογίες, εφόσον είναι ἀαναγκαίο για TH γνώση του θεώ- 
ρητικού μέρους της μουσικής, της ἀστρονομίας, της γεῶμε- 
τρίας, καθώς και THS φιλοσοφίας του Πλάτωνα Kat του Apt- 
στοτέλη. Αναλογικότητα, λοιπόν, είναι ἡ ἀαναγωγή δύο ή πε- 
ρισσότερων λόγων᾽ os ένα. Ή, σύμφωνα με έναν περισσότε- 
po συνήθη ορισμό, είναι ἡ όμοια σχέση δύο ή περισσότερων 
λόγων, αν και avtot dev ἔχουν συσταθεί με τις ίδιες ποσότη- 
τες και διαφορές. Αλλά διαφορά είναι ἡ ποσότητα μεταξύ 
αριθμών και λόγος είναι μια ορισμένη σχέση, σαν μια σύν- 
δεση δύο όρων, ἡ σύνθεση τῶν οποίων παράγει εκείνο που 
είναι ἀαναλογικό ή ανάλογο. Διότι ἡ αναλογικότητα προ- 
κύπτει από τὴν ἐνώση τῶν λόγων. Και ἡ ελάχιστη αναλογι- 
κότητα βρίσκεται o€ τρεῖς όρους ὀόπῶς οι 4, 2, 1. Γιατί όπως 
to 4 είναι προς το 2, έτσι είναι το 2 προς το 1: n ἀαναλογικό- 
THIa συνίσταται από δύο λόγους, καθένας από τοῦς οποίους 
είναι λόγος δυο προς ένα. 

Η αναλογικότητα OuM@s μπορεί va αποτελείται από ο- 
ποιονδήποτε αριθμό όρων μεγαλύτερο από τρεις. Έτσι, 
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στους τέσσερις ὀρους 8, 4, 2, 1, όπως είναι το ὃ προς το 4, 
ἔτσι είναι To 4 προς το 2, και ἔτσι το 2 προς το |: σε όλα 
αὐτά, ἡ αναλογικότητα συνίσταται από λόγους δυο προς ἕνα. 
Έτσι επίσης θα έχει ἡ κατάσταση και στοῦς πέντε όρους 16, 
8, 4, 2, 1: και στους ἕξι όρους 32, 16, 8, 4, 2, 1, και οὕτω 
καθεξής ex’ άπειρον. Ὅταν ο ίδιος όὀόρος ἔχει τὴν ίδια σχέση 
He τοὺς δύο όρους TOV είναι διατεταγμένοι εμπρός καὶ πίσω 
από AVTOV, και κατά συνέπεια και με τους άλλους, | αναλο- 
γικότητα αὐτή ονομάζεται συνεχής, OTMS OTA παραδείγματα 
που παρατέθηκαν παραπάνω. Αλλά, εάν ένας όρος αναφέ- 
ρξται σε έναν αριθμό, και κάποιος άλλος σε ένα διαφορετι- 
KO αριθμό, η αναλογία αναγκαστικά θα πρέπει va ονομάζε- 
ται διαζευγμένη. Ἔτσι στοὺς όρους , 2, 4, 8, όπως εἰναι το 
2 προς to 1, ἔτσι είναι το ὃ προς το 4, και αντιστρόφος, 
όπως είναι το 1 προς το 2, έτσι είναι το 4 προς το ὃ. Και 
εναλλάξ, όπως εἰναι το 4 προς το 1, έτσι είναι το ὃ προς το 
2; 


KE®AAAIO XXIV 


Σχετικά μὲ τὴν αναλογικότητα ποῦ ήταν γνωστή 
στοὺς ἀρχαίους καὶ τις αναλογίες που 
οἱ μεταγενέστεροι ἔχουν προσθέσει. 
Σχετικά μὲ τὴν αριθμητική αναλογικότητα 
καὶ τις ἰδιότητες της. 


Τα τρία μέσα που ήταν γνωστά στοὺς πιο ἀρχαίους μαθη- 
ματικούς και που παρουσιάστηκαν στη φιλοσοφία του Πυθα- 
γόρα, του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη, είναι το αριθμητικό, 
TO γεωώμετρικό και το αρμονικό. Εκτός από avTES τις σχέσεις 
αναλογιών, ὑπάρχουν άλλες τρεις χωρίς OWS την κατάλληλη 
ονομασία. Αὐυτές ονομάζονται τέταρτη, πέμπτη καὶ ἔκτη και 
είναι αντίθετες προς εκείνες που αναφέρθηκαν προηγουμέ- 
vas. Ὡστόσο οι μεταγενέστεροι tov Πλάτωνα καὶ του Αρι- 
στοτέλη φιλόσοφοι, λόγω τῆς κατά τον Πυθαγόρα τελειότη- 
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TAG της δεκάδας, πρόσθεσαν άλλες τέσσερις διάμεσες OXE- 
σεις AVAAOYLMV με τις οποίες μπορεί νὰ σχηματιστεί μια δε- 
κάδα. Είναι γεγονός πῶς σύμφωνα με αὑτόν τον αριθμό οι 
EMG τώρα αναλυθείσες πέντε σχέσεις και συγκρίσεις περι- 
γράφονται: ὀποῦυ στις πέντε μεγαλύτερες αναλογίες, που é- 
YOVHE ονομάσει NYETES, προσαρμόσαμε άλλους πέντε ελάσ- 
σονες όρους που ονομάσαμε ακόλουθους. Είναι φανερό ότι 
στὴν περιγραφή τῶν δέκα κατηγοριών από τον Αριστοτέλη, 
και προγενέστερα αὐτού από τον Αρχύτα (αν και ορισμένοι 
αμφισβητούν το γεγονός ότι Ot κατηγορίες αὐτές επινοήθη- 
kav από τον Αρχύτα) βρίσκεται ἡ Πυθαγορική δεκάδα. 

Ας κατευθύνουμε όμως τώρα τὴν προσοχή μας στις ανα- 
λογικότητες και τους μέσους ὀόρους. Αρχικά, ας συζητήσουμε 
yla εκείνο TO μέσο που διατηρξί τις σχέσεις τῶν ὀρῶν σύμ- 
φῶνα HE τὴν LOOTHTA της ποσότητας, ἀρνούμενο THV ομοιότη- 
τὰ TOV λόγου. Τούτος ο μέσος είναι γνῶωστός σε σχέση HE 
αὐτές τις ποσότητες, Ol οποίες ἔχουν μεταξύ τους ton διαφο- 
pa ὀρῶν. Tota όμος είναι ἡ διαφορά τῶν όρωῶν, ἔχει οριστεί 
προηγουμένως. Kat to ότι ο μέσος avtdc είναι αριθμητικός 
θα φανεί από τον ίδιο το λόγο τῶν αριθμών, επειδή ἡ ava- 
λογία του συνίσταται στην ποσότητα τῶν αριθμών. Γιατί λοι- 
πόν ἡ αριθμητική σχέση προηγείται όλων τῶν άλλων αναλο- 
γιών; Κατ' αρχάς, επειδή ἡ ακολουθία τῶν φυσικών αριθ- 
μών, OTHV οποία ὑπάρχει ἡ ίδια διαφορά Spwv, συμπεριλαμ- 
βάνει αὐτόν το μέσο. Διότι οι όροι διαφέρουν μεταξύ τους 
κατά Ty μονάδα, από την ἀαναπαραγωγική ικανότητα τῆς ο- 
ποίας ἀαποκαλύπτεται πρώτα ἡ φύση Tov αριθμού. Κατά δεύ- 
τερον, ἐπειδή, όπὼς παρατηρήθηκε στο πρώτο κεφάλαιο του 
πρώτου βιβλίου, ἡ αριθμητική προηγείται Kat της γεωμετρί- 
ας και της μουσικής. Ot δύο τελευταίες καθιερώνουν από 
κοινού τὴν προηγούμενη και όταν ανατρέπεται ἡ πρώτη. α- 
νατρέπονται και οι δυο επόμενες. Ἐνδείκνυται λοιπόν ἡ συ- 
ζήτηση va ἀρχίσει από εκείνον το μέσο που ἔχει σχέση μόνο 
μ8 τή διαφορά τῶν αριθμών. 


Συνεπώς, αριθμητικός μέσος ονομάζεται εκείνος ο ο- 
ποίος, δοθέντων τριών ή περισσότερων ὀρῶν, διαφέρει TO 
ίδιο από όλους αυτούς. LE αὐτόν, ἔχοντας αγνοηθεί ἡ ταυτό- 
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THI του λόγου, εξετάζεται μόνο ἡ διαφορά τῶν όρων. Ἔτσι, 
στην ἀκολουθία τῶν φυσικών αριθμών 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
10, ot διαφορές είναι ίσες, αλλά δὲν πυπάρχξει ο ίδιος λόγος 
και σχέση. Av, επομένως, δοθούν τρεῖς Opol, ἡ αναλογικότη- 
τα λέγεται ότι είναι συνεχής. Αλλά, αν ὑπάρχουν τέσσερις ή 
περισσότεροι όροι, O μέσος ονομάζεται διαζευγμένος. Ανε- 
ξάρτητα όμως από τον αριθμό τῶν όρων, ἡ διαφορά μεταξύ 
τους θα είναι πάντα ἡ ίδια και μόνο οι λόγοι θα αλλάζουν. 
Έτσι, ot διαφορές τῶν όρωῶν 1, 2, 3 είναι ίδιες, αλλά οι λό- 
you είναι διαφορετικοί. Γιατί to 2 εἰναι διπλάσιο προς το |, 
αλλά το 3 συνδέεται με TO 2 LE ημιόλιο λόγο. Το ίδιο πράγ- 
μα θα ισχύει και στοὺς άλλους ὀροῦς. 

Edv παραλειφθεί ίσος αριθμός όρων, πάλι οι διαφορές 
θα είναι ίσες, αλλά οι λόγοι διαφορετικοί. Ἔτσι, αν παρα- 
λειφθεί Evac όρος, ἡ διαφορά θα είναι 2, εφόσον τότε οι 
όροι θα είναι οι 1,3,5, που ἡ διαφορά ανάμεσα τους είναι 2. 
Αλλά ο λόγος Tov 3 προς το | εἶναι πολύ διαφορετικός από 
αὐτόν του 5 προς το 3. Av παραλειφθούν δύο όροι, ἡ διαφο- 
pa θα είναι 4 και το ίδιο καὶ για τους ὑυπόλοιπους, τόσο OE 
συνεχείς όσο Kal σε διαζευγμένες αναλογίες. Αλλά η ποιό- 
τητὰ Tov λόγου δε θα είναι ἡ ίδια, αν καὶ ot όροι θα έχουν 
μοιραστεί με toss διαφορές. Av, αντιθέτως, υπάρχει ίδια 
ποιότητα λόγου, αλλά ὀχι ίδιες διαφορές, ἡ αναλογία ονομά- 
ζεται γεωμετρική και όχι ἀριθμητική. 

Χαρακτηριστικό αὐτού τοῦ μέσου εἰναι ότι σε τρεῖς ό- 
ρους, το άθροισμα τῶν άκρων εἰναι διπλάσιο από το μέσο: 
όπως στους 1, 2, 3, όπου 1+3=4=2x2. Av ὑπάρχουν τέσσε- 
Plc όροι, το άθροισμα τῶν άκρων ισούται μὲ TO άθροισμα 
τῶν δύο μέσων. Tia του dpove 1, 2, 3, 4, ἔχουμε 1+4=2+43. 

H αναλογία αὐτή εμφανίζει επίσης μιὰ λεπτή ιδιότητα, 
τὴν οποία κανείς από τοὺς εἰδήμονες στὰ μαθητικά δεν ava- 
κάλυψε εκτός από το Νικόμαχο. Σε κάθε συνεχή διάταξη ό- 
ρῶν, το ορθογώνιο που ορίζεται από τους άκρους είναι τόσο 
μικρότερο από το τετράγωνο TOV μέσου, OOO το γινόμενο 
που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό τῶν δύο διαφορών. 
Tia παράδειγμα, στοὺς τρεῖς όρους, 3, 5, 7 το ορθογώνιο τῶν 
ἄκρων είναι 3x7=21 Kat To τετράγωνο τοῦ μέσου εἰναι 
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5x5=25. To 21 είναι μικρότερο tov 25 κατά 4, το οποίο 
ισούται με TH διαφορά AaVvapECaA στο 3 Kat To 5, πολλαπλα- 
σιαζόμενη μὲ TH διαφορά ανάμεσα oto 5 Kat το 7, δηλαδή 
ισούται μὲ 2x2. Av υπάρχουν τέσσερις όροι, το οριζόμενο 
από τοὺς άκρους ορθογώνιο είναι τόσο μικρότερο από TO 
ορθογώνιο mov ορίζεται από τοὺς μέσους, όσο το γινόμενο 
TOV προκύπτει ATO TH διαφορά TOV μεγαλύτερου όρου από 
έναν μέσο, πολλαπλασιαζόμενη επί TH διαφορά ανάμεσα 
στον ίδιο μέσο και το μικρότερο όρο. Γιὰ παράδειγμα, στοῦυς 
τέσσερις όρους 12, 10, 4, 2, εἰναι 12x2=24 και 10x4=40 
καὶ To 24 είναι μικρότερο tov 40 κατά 16, το οποίο ισούται 
pe Ty διαφορά ἀνάμεσα στο 12 Katto 10, δηλαδή το 2, πολ- 
λαπλασιαζόμενη μὲ TH διαφορά ἀνάμεσα oto 10 Kat το 2, 
δηλαδή το 8, οπότε 2 x 8= 16. Αὐτό ισούὔται επίσης με τη δια- 
φορά ανάμεσα στο 12 Kat το 4, δηλαδή το 8, πολλαπλασια- 
ζόμενη με TH διαφορά ἀνάμεσα στο 4 και το 2, δηλαδή το 2. 
‘Eva άλλο χαρακτηριστικό που παρουσιάζει αὐτή ἡ ava- 
λογία, YV@OTO στοὺς προγενέστερους του Νικόμαχου, εἰναι 
ότι στους μικρότερους ὀρους ἡ αναλογία είναι κατ' ἀνάγκη 
μεγαλύτερη από αὐτή τῶν μεγαλύτερων όρων. Ἔτσι στους α- 
ριθμούς 1, 2, 3, ο λόγος τῶν μικρότερων όρων, δηλαδή Tov 2 
προς to 1, είναι δύο προς ένα, ενώ ο λόγος τῶν μεγαλύτε- 
pov όρων, δηλαδή tov 3 προς το 2, είναι ἡμιόλιος. Και o 
λόγος δύο προς ένα είναι μεγαλύτερος από τον ημιόλιο. Ο- 
μοίως, σε τέσσερις ὀρους 12, 10, 8, 6, ο λόγος του ὃ προς το 
6 είναι μεγαλύτερος από το λόγο του 12 προς το 10. Διότι o 
λόγος του 12 προς to 10 εἶναι επίπεμπτος, αλλά εκείνος TOD 
ὃ προς το 6 είναι επίτριτος. Αντίθετα, στην αρμονική αναλο- 
γία στους μικρότερους όρους ο λόγος είναι μικρότερος Kat 
στοὺς μεγαλύτερους μεγαλύτερος, ὀπωῶς θα δειχθεί στη συνέ- 
χεια. Αλλά σε αὐτούς τους μέσους, δηλαδή τον αριθμητικό 
και τον ἀαρμονικό, ἡ γεωμετρική αναλογία είναι o διάμεσος, 
εφόσον αὐτή διατηρεί τόσο στοὺς μεγαλύτερους όσο Kal 
OTOVG μικρότερους όρους μιαν ισότητα λόγου. Και ἡ ᾿τσότητα 
είναι TO μέσο ἀνάμεσα στο μεγαλύτερο και το μικρότερο. 
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KE®AAAIO XXV 


Σχετικά μὲ TO γεωμετρικό μέσο Kal τις ιδιότητες του. 


Είναι τώρα απαραίτητο va συζητήσουμε για το γεωώμετρι- 
κό μέσο που ἔπεται του αριθμητικού. Αὐτός μόνο ή κυρίως 
μπορεί va ονομαστεί αναλογικότητα ή αναλογία, καθώς, τό- 
σο OTOVG μεγαλύτερους όσο και στους μικρότερους όρους α- 
πό τοὺς οποίους αποτελείται, ὑπάρχει ο ίδιος λόγος. LE av- 
τόν διατηρείται πάντοτε O ίδιος λόγος και αντίθετα μὲ TOV 
αριθμητικό μέσο δε λαμβάνεται ὑυπόψη η ποσότητα του αριθ- 
μού. Tia παράδειγμα στὴν ἀκολουθία τῶν αριθμών που σχη- 
ματίζουν λόγο δυο προς ένα |, 2, 4, 8, 16, 32, κιλπ., ή τρία 
προς ένα 1, 3, 9, 27, 81, κιλπ., ή σε οποιαδήποτε GAAN, ο 
προηγούμενος προς τον επόμενο αριθμό θα συνδέεται πά- 
ντοτὲ με TOV ίδιο λόγο που συνδέεται ο ἀμέσως επόμενος 
προς εκείνον που ἕπεται ot σειρά. Av δηλαδή υπάρχουν 
τρεις όροι 2, 4, ὃ, θα είναι 2:4=4:8, και αντιστρόφως 
8:4=4:2. Le τέσσερις όρους 2, 4, 8, 16, θα είναι 2:4=8:16, 
και avtiotpoga 16:8=4:2. Κατά τον ίδιο τρόπο όλοι οι υπό- 
λοιποι. 


Το χαρακτηριστικό αὐτού του μέσου είναι ότι σε κάθε 
διάταξη τῶν ὀρῶν, ot διαφορές συνδέονται με τον ίδιο λόγο 
που συνδέονται OL όροι τῶν οποίων αποτελούν διαφορές. AV 
Ol όροι ἔχουν λόγο δύο προς Eva, τότε και OL διαφορές θα 
ἔχουν λόγο δύο προς ένα: av οι όροι ἔχουν λόγο τρία προς 
ένα, οι διαφορές επίσης θα έχουν λόγο τρία προς ένα av 
έχουν λόγο τέσσερα προς ένα, οι διαφορές ομοίως θα έχουν 
λόγο τέσσερα προς ένα. Οποιοδήποτε και αν είναι το πολλα- 
πλάσιο τῶν όρων, θα πυπάρχει πάντοτε το ίδιο πολλαπλάσιο 
στις διαφορές, όπως γίνεται φανερό από τὴν εξέταση τῶν 
ακόλουθων πινάκων: 

Διπλάσιες διαφορὲς 
1 2 4 8 16 32 64 128 
] 2 4 8 16 32 64 128 


Διπλάσιοι Opot 
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Τριπλάσιες Siapopes 


2 6 18 54 162 486 1458 


1 3 9 27 81 243 729 2187 


Τριπλάσιοι ὀροι 


Τετραπλάσιες διαφορὲς 


3 12 48 192 768 3072 12288 


i 4 16 64 256 1024 4096 16384 


Τετρασπλάσιοι ὁροι 


Ο γεωμετρικός μέσος παρουσιάζει επίσης GAAO ἕνα χα- 
ρακτηριστικό. Όπου οι λόγοι είναι δύο προς ένα, κάθε με- 
γαλύτερος όρος συγκρινόμενος HE το μικρότερο ἔχει αὐτόν 
TO μικρότερο όρο για διαφορά του. Ἔτσι το 2 συγκρινόμενο 
ue το 1, διαφέρει από αὐτό κατά 1. To 4 συγκρινόμενο με το 
2, διαφέρει από αυτό κατά 2. To ὃ συγκρινόμενο us το 4, 
διαφέρει από αὐτό κατά 4. To ίδιο ισχύει και για τους υπό- 
λοιπους. Εάν όμως οι λόγοι είναι τρία προς ένα, ο μεγαλύτε- 
ρος όρος διαφέρει από το μικρότερο κατά το διπλάσιο του 
μικρότερου όρου. ‘Eto1 το 3 διαφέρει από to | κατά 2, το 
διπλάσιο του 1. Το 9 διαφέρει από το 3 κατά 6, το διπλάσιο 
tov 3. Το 27 διαφέρει από το 9 κατά 18, το διπλάσιο του 9. 
XE όλους τους υπόλοιπους θα βρεθεί η ίδια ιδιότητα. Av επί- 
ons οι λόγοι εἰναι τέσσερα προς ένα, ο μεγαλύτερος όρος 
θα διαφέρει από το μικρότερο κατά το τριπλάσιο TOD μικρό- 
τερου Opov. Έτσι το 4 διαφέρει από το 1 κατά 3, το τριπλά- 
oto tov 1. Το 16 διαφέρει από to 4 κατά 12, το τριπλάσιο 
του 4. Το 64 διαφέρει από το 16 κατά 48, το τριπλάσιο του 
16. Το ίδιο ισχύει και για τους ὑυπόλοιπους. Ομοίως, av ot 
λόγοι είναι πέντε προς ένα, ἐξι προς ἕνα, κιλπ., ο μεγαλύτε- 
ρος όρος θα διαφέρει από το μικρότερο κατά την ποσότητα 
του λόγου μικρότερη κατά TH μονάδα. 

XT συνεχή γεωμετρική αναλογία, επίσης, το ορθογώνιο 
που ορίζεται από τους άκρους ᾿τισούται HE το τετράγωνο τῶν 
μέσων. Tia παράδειγμα, στοὺς τρεῖς ὀόρους 2, 4, 8, που βρί- 
σκονται σε γεωμετρική αναλογία ἔχουμε, 2x8 =4x4= 16. H 
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ίδια ἰδιότητα 1OYVEL για οποιονδήποτε περιττό αριθμό Opwv. 
Tia παράδειγμα, στοὺς πέντε όρους 16, 8, 4, 2, 1, το οριζό- 
μενο από τους άκρους ορθογώνιο, δηλαδή 16x 1 ισούται LE 
TO τετράγωνο Tov μέσου Opov 4. Ομοίως, στοῦς επτά ὀρους 
64, 32, 16, 8, 4, 2, 1, το 64χ1 - ὃ 78. Αλλά όπου οι Spot δεν 
είναι συνεχείς, TO ορθογώνιο που ορίζεται από τους άκρους 
τισούται με το ορθογώνιο που ορίζουν οι μέσοι, ὀπῶς γίνεται 
φανερό στους όρους 2, 4, 8, 16: γιατί 2χ 16Ξ4χ 8 — 32. Αὐτό 
ισχύει πάντα όταν ο αριθμός τῶν ὀρῶν εἰναι άρτιος. Ἔτσι 
στους &€l Opous 2, 4, 8, 16, 32, 64, παρατηρούμε την εξής 
σχέση: 2 x 64= 128 Ξ-4.χ32 --- ὃ χ 16. 

Μια άλλη ιδιότητα αυτού του μέσου εἰναι ότι ὑπάρχει πά- 
ντοτε ίσος λόγος τόσο στους μεγαλύτερους όσο και στοὺς μι- 
κρότερους όρους. ὥς εκ τούτου με όλους τους όρους 2, 4, 8, 
16, 32, 64, σχηματίζεται λόγος δύο προς ένα. Ομοίως στους 
όρους 3, 9, 27, 81, 243, 729, ο λόγος είναι τρία προς ένα. Και 
κατά παρόμοιο τρόπο ισχύει και OTOVG υπόλοιπους. 

Τέλος, είναι χαρακτηριστικό σε αὐτόν το μέσο ότι αν τε- 
τράγωνοι και ετερομήκεις αριθμοί διαταχθούν εναλλάξ, θα 
προχωρούν από το πρώτο πολλαπλάσιο σε ὀόλες τις σχέσεις 
επιμόριων λόγων, όπως γίνεται φανερό από τον παρακάτω 
πίνακα: 


Τετράγωνοι kat ετερομήκεις διατεταγμένοι εναλλὰξ 


1 2 4 6 9 12 16 20 25 30) 37 
Διπλά-} Διπλά- | Επιτέ- | Επιτέ- | Exinep-| Ἐπίπεμ- 


ΗἩμιό- Επίτρι- Επίτρι- 
σιος =| clos λιος τῷ τος TAQTOS ταρτος } πτος πτος 


Ἡμιό- 
λιος 


Βάσει αυτών, ο αριθμητικός μέσος συγκρίνεται με τὴν ο- 
λιγαρχία, ή τὴν πολιτεία που κυβερνάται από λίγους, ot ο- 
ποίοι επιδιώκουν το δικό τοὺς καλό και όχι αὐτό της πολι- 
τείας, γιατί στοὺς μικρότερους όρους του ὑπάρχει μεγαλύτε- 
ρος λόγος. Ο αρμονικός μέσος λέγεται ότι αντιστοιχεί στην 
ἀριστοκρατία, επειδή υπάρχει μεγαλύτερος λόγος στοῦς με- 
γαλύτερους όρους. Και ο γεωμετρικός μέσος είναι ἀανάλογος 
προς μια λαϊκή κυβέρνηση, όπου τόσο ο φτωχός όσο και O 
πλούσιος συμμετέχουν ᾿τισότιμα στη διακυβέρνηση, επειδή σε 
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αὐτόν ὑπάρχει μια LOOTHTA λόγου τόσο στοὺς μεγαλύτερους 
όσο και στους μικρότερους ὀρους". 


KE®AAAIO XXVI 


Οι επίπεδοι apiOuoi ovvdgovtat με ἕνα μόνο μέσο, ενώ 
οἱ στερεοί αριθμοί μὲ δύο μέσους. 


Είναι όμως καιρός τώρα va αναφερθούμε σε κάποια 
πράγματα χρήσιμα για TH γνώση τῆς συγκρότησης τοῦ κό- 
σμου, όπως παραδίδεται στον Τίμαιο tov Πλάτωνα, αλλά 
δεν είναι φανερή στον καθένα. Όλα τα επίπεδα σχήματα ε- 
νώνονται με ἕνα μόνο γεωμετρικό μέσο. Ἐπομένως σε αὐτά 
ὉὙὉπάρχουν μονάχα δύο διαστήματα, από τον πρώτο στο με- 
σαίο και από το μεσαίο στον τελευταίο όρο. Ot κύβοι όμως 
ἔχουν δύο μέσους, σύμφωνα HE μια γεωμετρική αναλογία: a- 
πό εκεί επίσης τὰ στερεά σχήματα λέγεται ότι ἔχουν τρία 
διαστήματα. Γιατί ὑπάρχει ένα διάστημα από τον πρώτο στο 
δεύτερο, GAAO ένα από το δεύτερο στον τρίτο και άλλο ένα 
από τον τρίτο στον τέταρτο, που είναι το τελευταίο διάστη- 
μα. Τα επίπεδα σχήματα, επομένως, πολύ σωστά λέγεται ότι 
περιέχονται os δύο, ενώ τὰ στερξά σε τρεῖς διαστάσεις. Ac 
πάρουμε δυο τετράγωνους, λοιπόν, το 4 και το 9. LE αὐτούς 
évac μόνο μέσος ὑπάρχει που συγκροτεί τον ίδιο λόγο. O 
μέσος αὐτός εἰναι το 6, γιατί το 6 είναι ἡμιόλιος προς το 4 
καὶ To 9 είναι ημιόλιος προς το 6. Αὐτό όμως συμβαίνει ε- 
πειδή ἡ πλευρά του ενός τετράγωνου, πολλαπλασιαζόμενη 
He τὴν πλευρά του άλλου, παράγει το μέσο Opo 6. Δηλαδή η 
πλευρά tov 4 εἰναι το 2, του 9 είναι το 3, αυτά πολλαπλασια- 
ζόμενα μεταξύ tovs παράγουν το 6. Συνεπώς για va βρούμε 
TO μέσο δυο τετραγώνων, πρέπει νὰ πολλαπλασιαστούν OL 
πλευρές τους. Το γινόμενο θα είναι o ζητούμενος μέσος. AA- 
Xa αν δοθούν δύο κύβοι, όπὼς To ὃ Kat το 27, δύο μονάχα 
μέσοι ὑπάρχουν μεταξύ τοῦς με τον ίδιο λόγο, δηλαδή οι 12 
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kat 18. Γιατί to 12 προς to ὃ Kat to 18 προς το 27 συνδέο- 
VTOL μόνο HE ημιόλιο λόγο. 

Ou δυο avtot μέσοι βρίσκονται Kat με τον ἀκόλουθο τρό- 
πο. Av ἡ πλευρά του μεγαλύτερου κύβου πολλαπλασιαστεί 
HE τὴν πλευρά TOV μικρότερου και κατόπιν το γινόμενο πολ- 
λαπλασιαστεί με TH μικρότερη, θα βρεθεί ο μικρότερος από 
τους δυο μέσους. Av πάλι TO τετράγωνο τῆς πλευράς TOV με- 
γαλύτερου κύβου πολλαπλασιαστεί με την πλευρά του μικρό- 
tepov κύβου, το γινόμενο θα είναι ο μεγαλύτερος μέσος. 
Παίρνουμε για παράδειγμα τοὺς δύο κύβους ὃ και 27. Η 
πλευρά του μεγαλύτερου κύβου εἰναι 3 και ἡ πλευρά του μι- 
κρότερου είναι 2: οπότε 3Χ2Χ2 - 12, που είναι ο μικρότε- 
ρος μέσος και 3x3x2= 18, ο μεγαλύτερος μέσος. Ομοίως 
στοὺς κύβους 27 και 64. Η πλευρά του μεγαλύτερου κύβου 
είναι 4 και ἡ πλευρά του μικρότερου είναι 3: συνεπώς ο μι- 
κρότερος μέσος είναι 4x3x3 = 36, ενώ ο μεγαλύτερος είναι 
4x4x3=48. Apa ο μικρότερος μέσος αντλεί δύο πλευρές 
από το μικρότερο κύβο και μία πλευρά από το μεγαλύτερο 
κύβο. Αντίστοιχα, ο μεγαλύτερος μέσος αντλεί δύο πλευρές 
από το μεγαλύτερο κύβο και μία πλευρά από το μικρότερο 
κύβο. Δηλαδή το 12, ο μικρότερος μέσος ἀνάμεσα στους κύ- 
βους ὃ και 27, ἔχει δύο πλευρές από το ὃ και μία πλευρά 
από to 27, επειδή 2x2x3= 12. Και το 18, ο μεγαλύτερος 
μέσος, éyet δύο πλευρές από το 27 και μία πλευρά από το 8, 
ἐπειδή 3 χΧ3.χ 2 -- 18. 


Είναι επίσης σε όλους γνωστό ότι αν ἕένας τετράγωνος 
πολλαπλασιαστεί με ἕναν τετράγωνο, το γινόμενο θα εἰναι 
τετράγωνος. Αλλά αν évac ετερομήκης αριθμός πολλαπλα- 
σιαστεί με ἕναν τετράγωνο, ή αντίστροφα, θα παραχθεί Evac 
προμήκης αριθμός". Av ένας κύβος πολλαπλασιαστεί με Evav 
κύβο, το γινόμενο θα sivat κύβος᾽, αλλά αν πολλαπλασιαστεί 
ένας ετερομήκης με Evav κύβο, ή αντίστροφα, το γινόμενο 
ποτέ δε θα είναι κύβος. Αὐτό οφείλεται σε μιὰ ομοιότητα 
προς τοὺς άρτιους και τοὺς περιττούς. Διότι αν ἕνας άρτιος 
πολλαπλασιαστεί με ἕναν άρτιο, το γινόμενο θα εἰναι πάντο- 
TE ἄρτιος αριθμός᾽. Και αν évac περιττός πολλαπλασιαστεί 
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με έναν περιττό αριθμό, περιττός αριθμός θα παραχθεί αμέ- 
σῶς". Αλλά αν ένας περιττός πολλαπλασιαστεί με Evav ἀρ- 
τιο, ή ένας άρτιος με ἕναν περιττό, το γινόμενο θα είναι πά- 
vtTa άρτιος᾽. Αὐτό όμως θα γίνει πιο sbKOAG κατανοητό, αν 
ανατρέξουμε στο ἀπόσπασμα tov ὀγδοου βιβλίου της Πολι- 
τείας τοῦ Πλάτωνα, στο οποίο οἱ Μούσες παρουσιάζονται 
από το φιλόσοφο va μιλούν για το γεωμετρικό αριθμό, που 
είναι ἡ πηγή τῶν καλύτερων και χειρότερων γενεών και που 
θα εξηγηθεί στη συνέχεια. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ XXVII 


Σχετικά μὲ τὸν αρμονικό μέσο καὶ τις ιδιότητέςξ του. 


O αρμονικός μέσος δε συντίθεται οὔτε από ίδιες διαφο- 
ρές, οὐτε από ίσους λόγους. Le αὐτόν, όμως, ο λόγος του 
μεγαλύτερου όρου προς το μικρότερο είναι ίδιος με το λόγο 
τῆς διαφοράς Tov μεγαλύτερου από το μέσο προς TH διαφο- 
ρά του μέσου από το μικρότερο όρο. Ltovs αριθμούς 3, 4, 6 
και 2, 3, 6, όπὼς είναι ο λόγος του 6 προς το 3, έτσι είναι ἡ 
διαφορά ἀνάμεσα στο 6 και το 4, δηλαδή του 2, προς τη δια- 
φορά ανάμεσα στο 4 Kat το 3, δηλαδή το 1. Και όπως εἰναι 
0 λόγος του 6 προς το 2, ἔτσι εἶναι ο λόγος της διαφοράς 
ἀνάμεσα στο 6 Kat το 3, δηλαδή του 3, προς TH διαφορά α- 
νάμεσα στο 3 Kat To 2, δηλαδή το 1. Συνεπώς, στο μέσο αὐτό 
dev υπάρχουν οὔτε ο ίδιος λόγος όρων οὔτε οι ίδιες διαφο- 
ρές. 

Παρουσιάζει όμως ένα χαρακτηριστικό εν αντιθέσει προς 
τον αριθμητικό μέσο. LE εκείνον ὑπάρχει μεγαλύτερος λόγος 
στοὺς μικρότερους ὀρους και μικρότερος λόγος στοὺς μεγα- 
λύτερους. Αντίθετα, στον αρμονικό μέσο ὑπάρχει μεγαλύτε- 
ρος λόγος στους μεγαλύτερους και μικρότερος στους μικρό- 
TEpovs ὀρους. Δηλαδή, otovs όρους 3, 4, 6, αν το 4 συγκρι- 
θεί με το 3, ο λόγος είναι επίτριτος, αλλά αν το 6 συγκριθεί 
pe το 4, ο λόγος είναι ημιόλιος. Αλλά ο ημιόλιος λόγος είναι 
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τόσο μεγαλύτερος από τον επίτριτο, όσο To 1:2 εἰναι μεγα- 
λύτερο από το 1:3. Πολύ ορθά, επομένως, υποστηρίζεται ότι 
ἡ γεωμετρική αναλογία ἀποτελεί Eva μέσο ανάμεσα σε εκεί- 
vy τὴν αναλογία όπου πυπάρχει μικρότερος λόγος στοὺς με- 
γαλύτερους όρους και μεγαλύτερος στοὺς μικρότερους καὶ 
O€ εκείνη όπου ὑπάρχει μεγαλύτερος λόγος στοῦυς μεγαλύτε- 
ρους και μικρότερος OTOVG μικρότερους ὀρους. AvTH εἰναι 
αληθινή αναλογικότητα ή αναλογία, ἡ οποία -κατέχοντας TH 
θέση ενός μέσου- ExEL ίσους λόγους τόσο στους μεγαλύτε- 
ρους όσο και στοὺς μικρότερους ὀροῦς. 

Τούτο είναι επίσης ένα σημάδι ότι ἡ γεωμετρική αναλο- 
γία είναι ένας μέσος, κατά μια άποψη, ἀνάμεσα σε δυο ά- 
κρους. Στὴν αριθμητική αναλογία ο μέσος όρος ἔπεται του 
μικρότερου και έχει για ETOMEVO το μεγαλύτερο κατά το ίδιο 
μέρος του εαυτού του, αλλά κατά ένα μέρος ὡς προς το μι- 
κρότερο και κατά EVA διαφορετικό μέρος ὡς προς TO μεγα- 
λύτερο όρο. ἘἜτσι στους τρεῖς όρους 2, 3, 4, ο όρος 3 ἕπεται 
του 2, κατά το ένα τρίτο του εαυτού του, δηλαδή κατά 1, Kat 
to 4 τον ὑπερβαίνει κατά το ίδιο μέρος του εασυτού του, δη- 
λαδή κατά το ένα τρίτο. Αλλά το 3 δεν ὑπερβαίνει το 2 κατά 
το ίδιο μέρος του 2, οὔτε ὑυπερβαίνεται από το 4 κατά το ίδιο 
μέρος του 4. Διότι το 3 ὑπερβαίνει το 2 κατά 1, που είναι το 
μισό του 2, αλλά υπερβαίνεται από το 4 κατά 1, nov εἰναι το 
ένα τέταρτο του 4. Στον αρμονικό μέσο οι λόγοι ἔχουν έναν 
αντίθετο τρόπο ὑπαρξης. Διότι ο μέσος όρος στο λόγο αὐτό 
δεν πυπερβαίνει το μικρότερο, οὔτε ὑπερβαίνεται από το με- 
γαλύτερο κατά TO ίδιο μέρος του εαυτού του, αλλά αυτός υ- 
περβαίνει το μικρότερο κατά το ίδιο μέρος του μικρότερου, 
όσο είναι εκείνο το μέρος TOV μεγαλύτερου κατά το οποίο O 
ίδιος vmepBaivetat. Ἔτσι στην αρμονική διάταξη 2, 3, 6, ο 
όρος 3 υπερβαίνει to 2 κατά το μισό Tov 2, ενώ ὑυπερβαίνε- 
ται από το 6 κατά 3, TOV είναι TO μισό του 6. Αντίθετα, στη 
γεωμετρική αναλογία ο μέσος ούτε ὑπερβαίνει το μικρότερο 
όρο, οὔτε υπερβαίνεται από το μεγαλύτερο όρο κατά το ἰίδιο 
μέρος Tov εαυτού του, οὔτε πάλι ὑπερβαίνει το μικρότερο 
Opo κατά το ίδιο μέρος του μικρότερου, οὔτε υπερβαίνεται 
από το μεγαλύτερο κατά το ίδιο μέρος του μεγαλύτερου. Κα- 
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τά EkEivo TO μέρος TOV EAvTOD TOV με TO οποίο O μέσος υ- 
περβαίνει TO μικρότερο όρο, κατά το ίδιο μέρος του εαυτού 
τοῦ ο μεγαλύτερος ὑπερβαίνει το μέσο όρο. Ἔτσι, στοὺυς 
τρεις Opovs 4, 6, 9, ο μέσος όρος 6 υπερβαίνει το 4 κατά το 
ένα τρίτο του savtov του, Kat το 9 επίσης ὑπερβαίνει το 6 
κατά το ένα τρίτο του εαυτού του. H αρμονική αναλογία é- 
χει άλλη μία ιδιότητα. Av ot δύο άκροι προστεθούν και πολ- 
λαπλασιαστούν LE TO μέσο, το γινόμενο θα είναι διπλάσιο 
από εκείνο τῶν άκρων πολλαπλασιαζόμενων μεταξύ τοῦς. 
Ἔτσι στοῦς ὀροῦυς 3, 4, 6, ἐχουμε 3+6=9 και 9x4=36, που 
είναι το διπλάσιο Tov 3x6. ἘΕπίσης, στοὺς όρους 2, 3, 6, &- 
χουμε 2 + 6 = ὃ και 8 x 3 = 24, το διπλάσιο του 2 x 6 = 12. 

Στὴν APLOVIKYH αναλογικότητα επίσης To άθροισμα τῶν G- 
Kp@v είναι πάντοτε μεγαλύτερο από TO διπλάσιο του μέσου 
όρου. Ἔτσι στους προαναφερθέντες αριθμούς βλέπουμε ότι 
6+3 είναι μεγαλύτερο από 4x2, καθώς και 6:2 είναι με- 
γαλύτερο από 3x2. Ἐπίσης, το γινόμενο τῶν άκρων είναι τό- 
σο μεγαλύτερο από TO τετράγωνο τοῦ μέσου όρου, όσο TO 
γινόμενο που προκύπτει από TH διαφορά ανάμεσα στον ένα 
άκρο καὶ το μέσο πολλαπλασιαζόμενη με τη διαφορά ανάμε- 
σὰ στο μέσο και τον άλλο άκρο. Ἔτσι 3Χ6 - 18, το οποίο 
είναι μεγαλύτερο του 16, του τετράγωνου του μέσου ὀροῦ 4, 
κατά 2. Και to 2 ισούται με τή διαφορά ἀνάμεσα στο 6 και 
το 4 πολλαπλασιαζόμενη με TH διαφορά ἀνάμεσα στο 4 και 
το 3. Ομοίως 2x6 υπερβαίνει το 9, το τετράγωνο του 3, κατά 
3. Και το 3 ισούται με TH διαφορά ἀνάμεσα στο 6 Kat το 3 
πολλαπλασιαζόμενη LE TH διαφορά ανάμεσα στο 3 Kat TO 2. 


KE®AAAIO XXVIII 


Γιατί αυτός ο μέσος ovopdletat αρμονικός. 
Σχετικά μὲ τὴ γεωμετρική αρμονία. 


O λόγος, όμως, για TOV οποίο αὐτός ο μέσος ονομάζεται 
αρμονικός είναι ο εξής. Μία αριθμητική διάταξη όρων δια- 
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χωρίζει τις ποσότητες μονάχα κατά toss διαφορές, ενώ μία 
γεωμετρική διάταξη συνδέει τους όρους με έναν ίσο λόγο. H 
αρμονική όμως διάταξη, καθώς ἔχει πολύ μεγαλύτερη σχέση 
He τήν avadoyia από Ooo οι άλλοι μέσοι, dev εξετάζει το 
λόγο οὔτε μόνο σε σχέση HE τους όρους, οὔτε μόνο σξ σχέση 
HE τις διαφορές, αλλά ενδιαφέρεται και για TA δύο το ἰίδιο. 
Διότι αὐτή δείχνει ότι όπως είναι ο λόγος τῶν ἄκρων μεταξύ 
τοῦς, τέτοιος είναι και ο λόγος της διαφοράς ἀνάμεσα στο 
μεγαλύτερο και το μέσο προς TH διαφορά ἀνάμεσα στο μέσο 
καὶ τον τελευταίο όρο. Αλλά ότι ἡ εξέταση TOV σχετικού εἰ- 
ναι ίδιον της appoviac, ἔχει ἀποδειχθεί and εμάς προηγου- 
μένος. 

Οι αναλογίες επίσης τῶν μουσικών συγχορδιών που ονο- 
μάζονται συμφωνίες, βρίσκονται μόνο σε αὐτόν το μέσο. Δι- 
ότι ἡ δια τεσσάρων συμφωνία, που είναι ἡ θεμελιώδης, και 
κατά κάποιον τρόπο κατέχει TH δύναμη ενός στοιχείου σε 
σχέση προς τις άλλες συμφωνίες, όντας δομημένη με ἕναν 
επίτριτο λόγο, δηλαδή με αὐτόν του 4 προς 3, βρίσκεται σε 
αρμονικούς μέσους αὐτού του είδους. Ac πάρουμε ὀόρους της 
αρμονικής αναλογίας τέτοιους TOV οἱ ἄκροι συνδέονται HE 
λόγο δύο προς ένα. Ac πάρουμε επίσης άλλους ὀρους τῶν 
οποίων ot άκροι βρίσκονται σε λόγο τρία προς ένα, δηλαδή 


3, 4, 6 και 2, 3, 6. 


Στὴν πρώτη διάταξη λοιπόν, to 6 είναι διπλάσιο Tov 3, 
ενώ στη δεύτερη τριπλάσιο του 2. Τότε, av οι δυο διαφορές 
συγκριθούν μεταξύ τους, θα παραχθεί ένας επίτριτος λόγος, 
από όπου σχηματίζεται ἡ δια τεσσάρων συμφωνία. Γιατί η 
διαφορά ανάμεσα στο 6 Kat το 3 είναι 3 και ἀνάμεσα στο 6 
καὶ το 2 είναι 4 και το 4 συγκρινόμενο με To 3 παράγει έναν 
επίτριτο λόγο. 

Στον ίδιο μέσο επίσης, ἡ δια πέντε συμφωνία σχηματίζε- 
ται από τον ημιόλιο λόγο. Γιατί στην πρώτη από τις παραπά- 
νῷ διατάξεις το 6 είναι ἡμιόλιος σε σχέση HE το 4, και στη 
δεύτερη το 3 προς το 2. And το καθένα από αὐτά σχηματίζε- 
ται ἡ δια πέντε συμφωνία. Εν συνεχεία, ἡ συμφωνία δια πα- 
σών, που αποτελείται από ένα λόγο δύο προς ένα, σχηματί- 
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ζεται OTHV πρώτη από avtéc, δηλαδή στο λόγο του 6 προς TO 
3. Ἐπίσης στη δεύτερη από τις διατάξεις, σχηματίζονται οἵ 
συμφωνίες δια πέντε και δια πασών, που διατηρούν έναν η- 
μιόλιο και ένα λόγο δύο προς ἕνα αντίστοιχα. Από τους ό- 
ρους 2, 3, 6, το 3 είναι προς το 2 δια πέντε καὶ το 6 προς το 
3 δια πασών. Ἐπειδή ot άκροι στὴ διάταξη αὐτή, που περι- 
λαμβάνει δυο συμφωνίες, βρίσκονται oe λόγο τρία προς ένα, 
ot διαφορές επίσης τῶν ὀρῶν ἔχουν τον ίδιο λόγο. Eto1, η 
διαφορά ανάμεσα στο 3 Kat το 2 είναι | και ἀνάμεσα στο 6 
kat To 3 ἡ διαφορά είναι 3. Αλλά στην πρώτη από avtéc τις 
διατάξεις, δηλαδή ota 3, 4, 6, ο μεγαλύτερος όρος 6 εἰναι 
τριπλάσιος από TH διαφορά μεταξύ αὐτού και του μέσου ό- 
ρου, δηλαδή είναι τριπλάσιο του 2. Και πάλι, ο μικρότερος 
όρος είναι επίσης τριπλάσιος από τη διαφορά μεταξύ αυτού 
και τοῦ μέσου όρου, δηλαδή είναι τριπλάσιο του |. Ομοίως, 
ἡ μεγαλύτερη συμφωνία, που ονομάζεται δις δια πασών, ή 
σαν va ήταν δυο φορές διπλάσιο, εφόσον ἡ συμφωνία δια 
πασών συντίθεται από ένα λόγο δύο προς ένα, βρίσκεται σε 
αὐτόν τον αρμονικό μέσο. Διότι στη διάταξη 3, 4, 6, ο μέσος 
όρος 4 εἰναι τετραπλάσιος Tov 1, της διαφοράς του δηλαδή 
από το μικρότερο όρο. Ἐπίσης στη διάταξη 2, 3, 6, ἡ διαφο- 
pad τῶν άκρων 6 και 2 είναι τετραπλάσια της διαφοράς ανά- 
EO στο μέσο και το μικρότερο Opo. [Γιατί ἡ πρώτη διαφο- 
pa είναι 4 και n δεύτερη είναι 1. Και ο λόγος 4 προς | σχη- 
ματίζει τη συμφωνία dic διαπασών. 

Ev τούτοις, ορισμένοι ονομάζουν évav τέτοιο μέσο αρμο- 
νικό, επειδή είναι συναφής με TH γεωμετρική αρμονία. Αὐτοί 
ονομάζουν τον κύβο γεωμετρική αρμονία, επειδή ἡ επέκτα- 
On TOV κατά μήκος, πλάτος και ὕψος είναι τέτοια, που προ- 
χωρώντας από ίσα και φθάνοντας σε ίσα, το όλον αὐξάνεται 
toa, ἔτσι MOTE VA συμφῶνξεί με τον EALTO του. Ο αρμονικός 
μέσος, όμως, είναι ορατός σε ὀόλους τους κύβους που συνι- 
στούν γεωμετρική αρμονία. Κάθε κύβος ἐχει 12 ακμές, ή ε- 
νωτικές γραμμές, οκτώ γωνίες και έξι επιφάνειες. Αὐτή ό- 
os ἡ διάταξη είναι ἁαρμονική, εφόσον ta 6, 8, 12, είναι σε 
αρμονική αναλογία. Διότι όπως είναι το 12 προς το 6, ἔτσι 
είναι ἡ διαφορά ανάμεσα στο 12 καὶ το ὃ προς TH διαφορά 
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ἀνάμεσα oto ὃ και To 6. Ἐπιπροσθέτως, το ὃ nov είναι évac 
μέσος, ὑπερβαίνει το μικρότερο OPO 6 κατά ένα μέρος του 
εαὐυτού του, EVO ο μεγαλύτερος ὀόρος Ὀυπερβαίνει τον ίδιο κα- 
τά ένα άλλο μέρος του εαυτού του. Υπερβαίνει δε το μικρό- 
TEPO OPO κατά TO ίδιο μέρος TOD μικρότερου, ὀπῶὼς εἰναι ε- 
κείνο το μέρος TOV μεγαλύτερου κατά TO οποίο O μεγαλύτε- 
ρος τον ὑπερβαίνει. Επίσης, αν ot άκροι προστεθούν καὶ TO 
άθροισμα τους πολλαπλασιαστεί με TO μέσο OPO, το γινόμε- 
vo θα είναι διπλάσιο Tov γινομένου που προκύπτει από TOV 
πολλαπλασιασμό τῶν άκρων μεταξύ τους. Διότι 12+6=18 
kat 18 x 18 = 144. Αλλά 144 είναι το διπλάσιο του 12 x 6- 72. 
Ομοίως μπορούν va βρεθούν στη διάταξη αὐτή ὀόλες ot 
μουσικές συμφωνίες. Η δια τεσσάρων συμφωνία, πράγματι, 
είναι ο λόγος του ὃ προς το 6, επειδή είναι Evac επίτριτος 
λόγος. Η δια πέντε συμφωνία είναι ο λόγος του 12 προς το 
8, επειδή ό.τι ονομάζεται ἡμιόλιος λόγος, βρίσκεται σε αὐτή 
τὴ συμφωνία. H δια πασών, n οποία παράγεται από ένα λό- 
yo dv0 προς ένα, βρίσκεται στο λόγο του 12 προς το 6. Αλλά 
ἡ δια πασών και συγχρόνως ἡ δια πέντε, ἡ οποία βρίσκεται 
σε λόγο τρία προς ένα, προκύπτουν από μιὰ σύγκριση της 
διαφοράς τῶν άκρων LE TH διαφορά ανάμεσα στο μέσο και 
TO μικρότερο άκρο. Διότι ἡ διαφορά ἀνάμεσα στο 8 και το 6 
είναι 2 και το 6 είναι τριπλάσιο Tov 2. Και ἡ μεγαλύτερη 
συμφωνία, mov είναι ἡ dtc δια πασών και απαρτίζεται από 
λόγο τέσσερα προς Eva, είναι ορατή στη σύγκριση του ὃ LE 
τή διαφορά ανάμεσα στο 8 καὶ το 6, δηλαδή στη σύγκριση 
tov ὃ με το 2. Επομένως, μια αναλογικότητα αὐτού τοῦ εἰ- 
δους σωστά και κατάλληλα ονομάζεται αρμονικός μέσος. 
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KE®AAAIO XXIX 


Σχετικά μὲ TO πώς ο αριθμητικός, ο γεωμετρικός 

καὶ Ο αρμονικός μέσος μπορούν εναλλακτικά va 

παρεμβάλλονται μεταξύ δύο ορισμένων ἄκρων 
όρων: ἡ παραγωγή αυτών. 


Οφείλουμε ὡστόσο va δείξουμε ότι όπως σε ἕνα μουσικό 
αὐλό Ol ἀακραίες οπές χρησιμοποιούνται εναλλάξ με TH με- 
σαία οπή και ανοιγοκλείνοντας τις με τα δάχτυλα προκαλού- 
HE τὴν EKQOPG διαφορετικών ήχων, ἤήἤ όπως σε δυο τεντωμέ- 
VEG χορδές ο μουσικός προκαλεί Evav ενδιάμεσο NYO, οξύ ή 
βαρύγδουπο, ἀνάλογα ME το πόσο τις τεντώνει ή τις χαλαρώ- 
νει, κατά τον ίδιο τρόπο σε δυο δεδομένους αριθμούς μπο- 
ρούμε va παρεμβάλλουμε άλλοτε έναν αριθμητικό, άλλοτε é- 
Va γεωμετρικό και άλλοτε Evav αρμονικό μέσο. Μπορούμε 
όμως va αλλάξουμε αὐτόν το μέσο, όταν τοποθετηθεί ανάμε- 
oa σε δύο ὀρους που είναι site περιττοί site άρτιοι, ἔτσι 
ὥστε όταν ο μέσος είναι αριθμητικός, μόνο ο λόγος και ἢ 
τισομέρεια τῶν διαφορών διατηρείται. Ὅταν ὀμὼς εἰναι γεω- 
μετρικός, ἡ συνένωση τῶν λόγων παραμένει σταθερή, ενώ 
όταν ὑπάρχει LIA αρμονική σύγκριση τῶν διαφορών, de θα 
είναι ἀασύμφωνη LE το λόγο τῶν Opwv. Στην πρώτη περίπτω- 
on λοιπόν, ας είναι άκροι ot άρτιοι αριθμοί 10 Kat 40, ανά- 
μεσα στοὺς οποίους είναι avayKaio va παρεμβάλλουμε ό- 
λους αυτούς τους μέσους. Αρχικά παρεμβάλλουμε ανάμεσα 
τους τον αριθμητικό μέσο, ο οποίος είναι το 25, γιατί τα 10, 
25, και 40 βρίσκονται σε αριθμητική αναλογία. Κατόπιν, α- 
νάμεσα στους 10 και 40 τοποθετούμε τον αριθμό 20, mov εἰ- 
ναι O γεωμετρικός μέσος αὐτών, εφόσον ὀπῶς είναι το 10 
προς το 20, ἔτσι είναι το 20 προς το 40. Και τέλος, av το 16 
παρεμβληθεί ἀνάμεσα otovs 10 και 40, θα παραχθεί ο appo- 
νικός μέσος, γιατί όπῶς είναι το 10 προς το 40, έτσι είναι ἡ 
διαφορά ανάμεσα oto 16 και το 10, δηλαδή το 6, προς TMH 
διαφορά ἀνάμεσα oto 40 και 16, δηλαδή το 24. 
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Av περιττοί αριθμοί προταθούν ὡς άκροι, TETOLOL όπως 
είναι το 5 καὶ το 45, θα βρεθεί ότι το 25 θα συνιστά τον 
αριθμητικό, το 15 το γεωμετρικό καὶ TO 9 τον αρμονικό μέ- 
σο. 

Είναι απαραίτητο όμως va δείξουμε πώς μπορούν va βρε- 
θούν αὐτοί οι μέσοι. Δοθέντων δύο όρων, oO αριθμητικός μέ- 
σος βρίσκεται εόν προστεθούν οι δυο άκροι και TO άθροι- 
Opa τους διαιρεθεί με το 2. Το πηλίκο θα είναι ο αριθμητι- 
κός τους μέσος. Γιὰ παράδειγμα 10+40=50 και to 50:2=25. 
Αὐτός επομένως είναι 0 μέσος ὀόρος, σύμφωνα με την αριθ- 
μητική αναλογία. Ἤ εάν n διαφορά tov μεγαλύτερου από το 
μικρότερο ὀρο διαιρεθεί με το 2 και το πηλίκον προστεθεί 
στο μικρότερο Opo, το άθροισμα που προκύπτει θα είναι o 
αριθμητικός μέσος mov ζητείται. Ἔτσι ἡ διαφορά ἀνάμεσα 
στο 40 και το 10 είναι to 30. Av αὐτό διαιρεθεί με to 2, To 
πηλίκο θα είναι 15, το οποίο αν προστεθεί στο 10, θα δώσει 
άθροισμα 25, mov είναι o αριθμητικός μέσος ἀνάμεσα στο 10 
kat το 40. Tia va βρούμξ το γεωμετρικό μέσο πρέπει οι δύο 
άκροι va πολλαπλασιαστούν μεταξύ τοὺς καὶ ἡ τετραγωνική 
ρίζα του γινομένου θα είναι ο ζητούμενος μέσος. Έτσι, 
10 χ 40 = 400 και ἡ τετραγωνική ρίζα του 400 είναι to 20. A- 
pa, το 20 θα είναι ο γεωμετρικός μέσος ἀνάμεσα στο 10 και 
to 40. Ἤ εάν ο λόγος που οι δοθέντες όροι ἔχουν ο ἕνας 
προς τον άλλο, διαιρεθεί με το 2, το πηλίκο θα είναι ο ζη- 
τούμενος μέσος. Γιατί, to 40 προς to 10 είναι ένας λόγος 
τέσσερα προς ένα. Av, λοιπόν, διαιρεθεί μὲ το 2, θα γίνει 
δυο προς ἕνα, που είναι το 20, εφόσον το 20 είναι το διπλά- 
oto tov 10. Το 20 επομένως θα είναι ο γεωμετρικός μέσος 
ἀνάμεσα στοὺς δύο δεδομένους ὀρους. Tia va βρεθεί τέλος 
O αρμονικός μέσος, ἡ διαφορά τῶν ὀρῶν πρέπει Va πολλα- 
πλασιαστεί με TO μικρότερο OPO, TO γινόμενο που προκύπτει 
πρέπει va διαιρεθεί με το άθροισμα τῶν άκρων και τέλος, TO 
πηλίκο πρέπει va προστεθεί oto μικρότερο Opo. Το άθροι- 
ona θα είναι ο ζητούμενος μέσος. Ἔτσι ἡ διαφορά ἀνάμεσα 
oto 40 και to 10 είναι το 30, 30χ 10 -Ξ 300 και to 300 διαι- 
ρούμενο μὲ το 40+10=50 δίνει to πηλίκο 6 και 6Ἐ 10Ξ]6, 
δηλαδή ο αρμονικός μέσος ἀνάμεσα στο 10 Kat το 40. 
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KE®AAAIO XXX 


Σχετικά μὲ τοὺς τρεῖς μέσους που sivat αντίθετοι 
προς TOV αρμονικό καὶ τὸ γεωμετρικό μέσο. 


Ou μέσοι τοὺς οποίους ἐχουμε μέχρι τώρα παρουσιάσει, 
επινοήθηκαν καὶ επικυρώθηκαν από τους αρχαιότερους μα- 
θηματικούς. Αναφερθήκαμε σε αὐτούς εκτενώς, επειδή βρί- 
σκονται κυρίως στὰ γραπτά τῶν αρχαίων και συντελούν ι- 
διαίτερα OTHV κατανόηση τους. Oa αναφέρουμξε λοιπόν τους 
άλλους μέσους εν συντομία, γιατί ὃς συνεισφέρουν σε τίποτε 
άλλο παρά στὴν ολοκλήρωση της δυάδας. Οἱι μέσοι αὐτοί 
φαίνονται va είναι αντίθετοι προς τοὺς προηγούμενους, από 
τους οποίους όμως κατάγονται. O τέταρτος μέσος είναι εκεί- 
νος mov είναι αντίθετος στον ἀαρμονικό. Ἤδη γνωρίζουμε ότι 
στον αρμονικό μέσο, όπως είναι O μεγαλύτερος προς TO μι- 
κρότερο όρο, έτσι είναι ἡ διαφορά Tov μεγαλύτερου από το 
μέσο προς TH διαφορά του μέσου από το μικρότερο OPO, κά- 
τι που βλέπουμε στους ὀρους 3, 4, 6. Αντίθετα στὴν τέταρτη 
αναλογικότητα, δεδομένων τριών όρων, όπως είναι ο μεγα- 
λύτερος προς το μικρότερο, έτσι είναι ἡ διαφορά του μέσου 
από το μικρότερο, προς TH διαφορά Tov μεγαλύτερου προς 
to μέσο όρο. Γιὰ παράδειγμα, παίρνουμε ta 3, 5, 6. Δηλαδή, 
όπως εἰναι το 6 προς το 3, ἔτσι είναι ἡ διαφορά tov 5 από 
to 3, δηλαδή το 2, προς TH διαφορά Tov 6 από το 5, δηλαδή 
to 1. Φαίνεται επομένως ότι αὐτός ο μέσος εἰναι κατά κά- 
ποῖον τρόπο αντίθετος στον αρμονικό μέσο. Διότι στον τε- 
λευταίο, όπως είναι ο μεγαλύτερος προς το μικρότερο όρο, 
ἔτσι είναι n διαφορά τῶν μεγαλύτερων προς TH διαφορά τῶν 
μικρότερων ὀρῶν αλλά στον τέταρτο μέσο, όπως εἰναι ο με- 
γαλύτερος προς TO μικρότερο όρο, έτσι είναι ἡ διαφορά τῶν 
μικρότερων προς TH διαφορά τῶν μεγαλύτερων όρων. Απο- 
τελεί επίσης χαρακτηριστικό αὐτού του μέσου ότι το ορθο- 
γώνιο Tov ορίζεται από το μεγαλύτερο και το μέσο OPO εἰ- 
ναι διπλάσιο του οριζόμενου από TO μέσο και TO μικρότερο 
όρο ορθογώνιου. Eto. 5x6 - 30, ενώ 3x5 = 15. Ot δυο GA- 
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λες αναλογικότητες, δηλαδή ἡ πέμπτη Kal ἡ έκτη, είναι avti- 
θετες OTH γεωμετρική αναλογικότητα και φαίνονται νὰ ἀντι- 
τάσσονται σε αὑτήν. 

Σύμφωνα με τὴν πέμπτη αναλογία toyvet το εξής. LE 
τρεις όρους, όπῶς είναι ο μέσος προς TO μικρότερο OPO, ETOL 
είναι ἡ διαφορά τοὺς προς TH διαφορά ἀνάμεσα στο μέσο 
καὶ TO μεγαλύτερο Spo για παράδειγμα, ot όροι 2, 4, 5. Για- 
ti, όπὼς είναι το 4 προς το 2, ἕτσι είναι ἡ διαφορά ἀνάμεσα 
oto 4 και To 2, δηλαδή το 2, προς TH διαφορά ανάμεσα στο 
5 καὶ το 4, δηλαδή το 1. Αὐτό όμως είναι αντίθετο στη yEo- 
μετρική αναλογία, διότι σε αὐτή, OMS είναι ο λόγος του με- 
γαλύτερου προς το μέσο, καὶ του μέσου προς το μικρότερο 
όρο, έτσι είναι ἡ διαφορά Tov μεγαλύτερου προς TH διαφορά 
του μικρότερου όρου, όπως στοὺς 8, 4, 2. Γιατί ο λόγος Tov 
ὃ προς το 4 και Tov 4 προς το 2, είναι όμοιος μξ το λόγο του 
8-4 προς το 4-2. Αλλά στὴν πέμπτη αναλογικότητα, όπως εἰ- 
ναι ο λόγος του μεγαλύτερου προς TO μικρότερο όρο, ἕτσι 
εἶναι ο λόγος της διαφοράς τῶν μικρότερων προς TH διαφο- 
pd τῶν μεγαλύτερων Opw@v. Χαρακτηριστικό επίσης αυτής 
TS αναλογικότητας είναι ότι το οριζόμενο από το μεγαλύτε- 
po όρο Kat το μέσο ορθογώνιο, είναι To διπλάσιο του ορθο- 
γώνιου που ορίζεται από τοὺς δυο άκρους. Ἔτσι otovc ό- 
ρους 2, 4, 5, ἔχουμε 5Χ4--20 και 20 είναι το διπλάσιο Tov 
5Χ2. 


H ἐκτη αναλογικότητα εμφανίζεται όταν, δεδομένων 
τριών όρων, όπως είναι ο μεγαλύτερος προς TO μέσο όρο, 
έτσι είναι ἡ διαφορά τῶν μικρότερων προς TH διαφορά τῶν 
μεγαλύτερων όρων, π.χ. στοὺς όρους 1, 4, 6. Διότι εδώ ο με- 
γαλύτερος ἔχει προς το μέσο GPO ημιόλιο λόγο και ἡ διαφο- 
pa ανάμεσα στο 4 καιτο 1, δηλαδή το 3, σχηματίζει τον ίδιο 
λόγο προς TH διαφορά ἀνάμεσα στο 6 και το 4, δηλαδή το 2. 
Γιατί 6:4=3:2. Η αναλογία αὐτή αντιτίθεται στη γεωμετρική, 
όπως και ἡ πέμπτη, εξαιτίας του ἀανεστραμμένου λόγου τῶν 
διαφορών τῶν μικρότερων προς τους μεγαλύτερους ὀροῦς. 
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KE®AAAIO XXXI 


Σχετικά με τους τέσσερις μέσους τοὺς οποίους 
εφηύραν οἱ μεταγενέστεροι μὲ σκοπό 
να ολοκληρώσουν τὴ δεκάδα. 


Πράγματι avtot είναι ov έξι μέσοι, τρεις από τους οποί- 
οὐς ήταν γνωστοί από τον Πυθαγόρα μέχρι τον Πλάτωνα Kar 
τον Αριστοτέλη. Ot επόμενοι αυτών εισήγαγαν ota σχόλια 
τους άλλους τρεις μέσους, αὐτούς που ἀαναφέραμξε στο προη- 
γούμενο κεφάλαιο. Kat οι μεταγενέστεροι, όπως ήδη είπαμε, 
πρόσθεσαν άλλους τέσσερις μέσους HE σκοπό την ολοκλήρω- 
on της δεκάδας. LE αὐτούς θα ἀαναφερθούμε εν συντομία. O 
πρώτος από αὑτούς, που εἶναι ο έβδομος στη σειρά, εἰναι 
όταν σε τρεῖς όρους, όπως είναι ο μεγαλύτερος προς το μι- 
κρότερο, ἕτσι είναι ἡ διαφορά Tov μεγαλύτερου από TO μι- 
κρότερο OPO προς TH διαφορά τῶν μικρότερων ὀρῶν όπως 
στους όρους 6, ὃ, 9. Δηλαδή ο λόγος του 9 προς το 6 εἰναι 
ημιόλιος και ἡ διαφορά τοὺς είναι 3. Και n διαφορά τῶν μι- 
κρότερων Opav, δηλαδή του 8 και Tov 6, είναι 2, το οποίο 
συγκρινόμενο μὲ TO προηγούμενο 3 παράγει Evav ημιόλιο 
λόγο. 

Η δεύτερη αναλογικότητα από τις τέσσερις μεταγενέστε- 
pss, αλλά ἡ ὀγδοη στὴ σειρά, είναι όταν CE τρεῖς ὀρους, O 
λόγος τῶν AKPWV ισούται HE το λόγο της διαφοράς τους προς 
TH διαφορά τῶν μεγαλύτερων ὀρῶν όπως εἰναι στους 6, 7, 9. 
Διότι 0 λόγος του 9 προς το 6 είναι ἡμιόλιος και ἡ διαφορά 
τους είναι 3, το οποίο συγκρινόμενο LE TH διαφορά τῶν με- 
γαλύτερων όρωῶν, δηλαδή με TH διαφορά Tov 9 καὶ Tov 7, ἢ 
οποία είναι 2, παράγει επίσης ημιόλιο λόγο. 

Η τρίτη αναλογία ἀνάμεσα otic τέσσερις, αλλά ἡ ἑἕνατη 
στὴν τάξη. είναι όταν, δεδομένων τριών όρων, ο λόγος του 
μέσου προς το μικρότερο OPO ισούται με το λόγο τῆς διαφο- 
pds τῶν ἀκρῶν προς TH διαφορά τῶν μικρότερων ὀρῶν ό- 
πῶς στοῦς 4, 6, 7. Διότι ο λόγος του 6 προς το 4 είναι ημιό- 
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λιος. H διαφορά τοῦς είναι to 2. Και to 7 διαφέρει από to 4 
κατά 3, του οποίου ο λόγος προς το 2 είναι ημιόλιος. 

Και ἡ τέταρτη αναλογία, αλλά ἡ δέκατη στην τάξη, εἰναι 
όταν σε τρεῖς όρους, ο λόγος TOD μέσου προς το μικρότερο 
όρο, ισούται HE το λόγο της διαφοράς τῶν άκρωῶν προς TH 
διαφορά τῶν μεγαλύτερων ὁρῶν όπως στους 3, 5, 8. Διότι ο 
λόγος του 5, TOV μέσου ὀροῦυ, προς το 3 είναι επιδιμερής. 
Αλλά ο λόγος της διαφοράς τῶν άκρων, δηλαδή Tov 5, προς 
T διαφορά τῶν μεγαλύτερων Opwv ὃ Kat 5, δηλαδή του 3, 
είναι επίσης επιδιμερής"". 


KE®AAAIO XXXII 


Σχετικά μὲ τῇ psilova καὶ τελειότερη συμφωνία, 
ἢ οποία εκτείνεται σὲ τρεῖς διαστάσεις" 
σχετικά επίσης pe τὴν ελάσσονα συμφωνία. 


Απομένει τώρα VA μιλήσουμε για TH μεγαλύτερη καὶ τε- 
λειότερη αρμονία, ἡ οποία -καθώς ὑπάρχει OE τρεῖς διαστά- 
σεις- κατέχει μεγάλη δύναμη στις κλίμακες μουσικού μετα- 
τονισμού καὶ στο στοχασμό τῶν φυσικών προβλημάτων. Τί- 
ποτε τελειότερο δεν ὑπάρχει από Evav τέτοιο μέσο, ο οποίος 
-καθώς εκτείνεται σε τρεῖς διαστάστεις- διαθέτει TH φύση 
καὶ τὴν ουσία του τελειότερου σώματος. Ἔχουμε ήδη δείξει 
ότι ο κύβος, ο οποίος κατέχει τρεῖς διαστάσεις, είναι μία 
πλήρης και τέλεια αρμονία. Αὐτό μπορεί ὡστόσο va βρεθεί 
αν, δοθέντων δύο όρων, αὐξημένων κατά τρεις διαστάσεις, 
δηλαδή κατά μήκος, πλάτος και ὕψος, βρεθούν δυο μέσοι οι 
οποίοι έχοντας τρία διαστήματα, site παράγονται από ίσους 
μέσω επίσης ίσων, site από άνισους σε εξίσου άνισους, εἰτε 
από άνισους σε εξίσου ίσους, site κατά κάποιον άλλο τρόπο. 
Αὐτοί, μολονότι διατηρούν έναν αρμονικό λόγο, ὡστόσο συ- 
γκρίνονται κατά έναν άλλο τρόπο, από τον αριθμητικό μέσο. 
XE αὐτούς ο γεωμετρικός μέσος, που είναι ἀνάμεσα OTOVG 
δύο, dev μπορεί va παραλειφθεί. 
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Ilaipvovps λοιπόν για παράδειγμα τη διάταξη 6, ὃ, 9, 12. 
Ou αριθμοί αὐτοί εκφράζουν στερεές ποσότητες, γιατί To 6 
παράγεται από ΙΧ2Χ3, to 12 από 2x2x3, το ὃ παράγεται 
από 1x2x4 καὶ το 9 από 1x3x3. Όλοι οι όροι είναι σχε- 
τικοί μεταξύ τους και διακρίνονται από τις τρεῖς διαστάσεις 
τῶν διαστημάτων. Le αυτούς λοιπόν, ἡ γεωμετρική αναλογία 
βρίσκεται αν το 12 συγκριθεί pe το 8 Kat το 9 us το 6, δη- 
λαδή 12:8=9:6. Ο καθένας από τοὺς δύο λόγους εἰναι ημιό- 
λιος. H αριθμητική αναλογία θα επιτευχθεί, αν το 12 συγκρι- 
θεί με το 9 και το 9 με To 6, διότι σε καθένα από ανὐτά H 
διαφορά είναι 3 καὶ το άθροισμα τῶν akp@v εἰναι το διπλά- 
σιο τοῦ μέσου. Apa, βρίσκουμε σε αὐτούς γεωμετρική και 
αριθμητική αναλογία. Η αρμονική αναλογία μπορεί επίσης 
va βρεθεί σε αὐτούς, αν το 12 συγκριθεί με το ὃ και το ὃ με 
to 6. Διότι ο λόγος του 12 προς το 6 ισούται με το λόγο τῆς 
διαφοράς ανάμεσα oto 12 Kat το ὃ, δηλαδή tov 4, προς τη 
διαφορά ανάμεσα oto ὃ Kat το 6, δηλαδή του 2. Ομοίως μπο- 
ρούμε va βρούμε εδώ όλες τις μουσικές συμφωνίες. Διότι TO 
ὃ συγκρινόμενο LE το 6 καὶ το 9 Us το 12 παράγουν επίτριτο 
λόγο και ταυτόχρονα TH δια τεσσάρων συμφωνία. Αλλά το 6 
συγκρινόμξνο μξ TO 9 καὶ To ὃ με το 12 παράγουν ημιόλιο 
λόγο καὶ TH δια πέντε συμφωνία. Ἐπίσης, ο λόγος του 12 
προς το 6 είναι δύο προς ἕνα καὶ ἡ συμφωνία δια πασών. 
Αλλά το 8 συγκρινόμενο ps το 9 σχηματίζει τον επόγδοο λό- 
γο, Ο οποίος στο μουσικό μετατονισμό ονομάζεται τόνος. Ο 
τόνος είναι το κοινό μέτρο όλων τῶν μουσικών ήχων, καθό- 
σον αὐτός είναι ο μικρότερος από όλους τους ήχους. Επομέ- 
νὼς ἡ διαφορά τῶν συμφωνιών δια τεσσάρων και δια πέντε "ἡ 
είναι ένας τόνος, ἀακριβώς ὀπῶς ο επόγδοος λόγος είναι ἢ 
διαφορά ανάμεσα στον επίτριτο και τον ημιόλιο λόγο. 

Ἐπιπλέον, ἡ μικρότερη αρμονία βρίσκεται όταν σξ μια δι- 
ἀταξη στερεών αριθμών μονάχα δυο αναλογίες θεωρηθούν 
δεδομένες, όπως ἡ αριθμητική καὶ ἡ γεωμετρική, ή ἡ γεωῶμε- 
τρική και ἡ αρμονική, ή ἡ αριθμητική και γεωμετρική, όπως 
στους ὀρους 5, 15, 25, 45. Xe αὐτούς τους όρους μόνο ἡ α- 
ριθμητική καὶ ἡ γεωμετρική αναλογίες βρίσκονται. Η γεωμε- 
τρική στοὺς 5, 15 και 45, εφόσον 5:15= 15:45: καὶ ἡ αριθμη- 
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τική στους 5, 25 καὶ 45, εφόσον ὑπάρχει ἡ ίδια διαφορά a- 
νάμεσα στο 25 Kat to 5 και ἀνάμεσα στο 45 Katto 25. Υπάρ- 
χει επίσης μια μικρότερη αρμονία στοὺς αριθμούς 40, 25, 16, 
10. Διότι οι 40, 16 και 10 σχηματίζουν μια ἀαρμονική αναλο- 
γία, εφόσον ο λόγος του 40 προς το 10 ισούται με το λόγο 
τῆς διαφοράς ἀνάμεσα oto 40 Kat το 16 προς τη διαφορά 
ἀνάμεσα oto 16 καὶ to 10. Αλλά οι 40, 25 και 10 σχηματί- 
Covv μια αριθμητική αναλογία, αφού ἡ διαφορά ανάμεσα 
oto 40 και το 25 είναι ίδια με αὐτή ἀνάμεσα στο 25 Kat To 
10. Τέλος, υπάρχει μια μικρότερη αρμονία στοὺυς dpovc 80, 
40, 32, 20, οι οποίοι περιλαμβάνουν γεωμετρικές και APLOVI- 
κές αναλογίες. Διότι ot 80, 40, 20 βρίσκονται σε γεωμετρική 
kat οι 80, 32 και 20 σε αρμονική αναλογία. Ο πίνακας της 
επόμενης σελίδας θα διευκολύνει THV κατανόηση όλων όσων 
εκτέθηκαν στο κεφάλαιο αὐτό. 


KE®AAAIO XXXIII 


Σχετικά μὲ τοὺς φίλιους αριθμούς. 


Ο Ιάμβλιχος στην πραγματεία tov Περί τῆς Νικομάχου 
Αριθμητικής Εἰσαγωγής παρατηρεί ότι «κάποιοι ἀριθμοί ο- 
νομάζονταν φίλιοι από εκείνους που παρομοίαζαν τις αρετές 
και τις ευγενείς συνήθειες με αριθμούς». Προσθέτει επίσης 
ότι «το 284 Kat το 220 είναι αριθμοί αυτού tov είδους, ε- 
πειδή TA μέρη του EVOG παράγουν Ta μέρη Tov άλλου, σύμ- 
φῶνα HE TH φύση τῆς φιλίας, όπὼῶς αποδόθηκε από τον Πυ- 
θαγόρα. Διότι όταν κάποιος τον ρώτησξ τι είναι φίλος, av- 
TOG ἀπάντησε, ἕτερος εγώ, TO οποίο ακριβώς φαίνεται TI 
ἰσχύει στοὺς ἀριθμούς αὐτούς». Και καταλήγει πληροφορώ- 
ντας μας ότι «θα συζητήσει σε οικείο τόπο αὐτό που παρα- 
δόθηκε από τους Πυθαγόρειους σχετικά με τούτη τη θαυμά- 
ola και εκλεπτυσμένη θεωρία». Δυστυχώς, δε συνέχισε TO 
θέμα αὐτό στην προαναφερόμενη πραγματεία, οὔτε καὶ σε 
κανένα ἄλλο σωζόμενο έργο Tov. Ο μόνος συγγραφέας που 
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Appov. 80, 32, 20 


Τειραπλή. Aiopopa 48, 12 


Ι cae Avoboyies steers καὶ σχέσεις Τόνος και Συμφωνίες 
12, 9, 8, ὁ Feop. 12,9, 8, ὁ | ξπίτριος στο διαχωρισμό | Endybooc.. 59,8 Τόνος 
Αριθμ. 12,9, 6 Aiagopa 3, 3 Enitpttoc.. 8, ὁ Ata Τοσσάρων 
Appov. 12, 8, 6 Διπλάσιος. Διαφορά 4, 2 | Hyiddtoc.. , ὁ Ato Πένιε 
διπλάσιος. 112, 6 
Τριπλάσιος.. 12, 4 Δια Πένις Δισπασών 
| Τειραπλάσιος... 12, 3 Aig Διαπασών 
24, 18, 16, 12} Teap. 24, 18, 16, 12 Enitpnog oto διαχωρισμό | ἔπόγδοος.. 8, 16 Τόνος 
ἀριϑμ. 24, 18, 12 | Διαφορά 6, ὁ Enitpitog.. Ιό, 12 Ata Τεσσόρων 
Appov. 24, 16, 12 | Διπλάσιος. Διαφορά 8, 4 | Ἡμιόλιος.. 18, 12 Δια Πένιε 
Διπλάσιος. 274, 12 Δια Πασών 
Τριηλάσιος.. 18, ὁ Δια Πένιε διαπασών 
Τειραπλάσιος... 12, 3 Aig Διαπασών 
ταῦθ Avahoyies Σχέσεις και Διαφορές 
appovieg | 
45, 25, 15, 5 | feap. 45, 15, 5 Τριπλάσια σνολογία 
Αριθμ. 45,25, 5 Διαφορά 20, 20 
40, 25, 16, 10} Αρμον. 40, 16, 10 | Τειραπλή. Διαφορά 24, ὁ 
ἀριϑμ. 40, 25, 10  Διαφορά 15, 15 
80, 40, 32, 20) Tewp. 80, 40, 20 | Διπλάσια ἀναλογία 
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γνωρίζω OTL ἔχει γράψει περισσότερο ολοκληρωμένα όσον 
αφορά τοὺς αριθμούς avtovcs, εἰναι o Οζανάμ (Ozanam), o 
οποίος στις Μαθηματικές Ψυχαγωγίες του, σελ. 15, σημειώ- 
νει τὰ ἀκόλουθα: «Οι δύο αριθμοί 220 και 284 ονομάζονται 
φίλιοι, επειδή oO πρώτος 220 ισούται με το άθροισμα τῶν υ- 
ποπολλαπλάσιων μερών Tov τελευταίου, δηλαδή 1+2+4+71 
+ 142=220. Me αμοιβαίο τρόπο, ο τελευταίος 284 τσούται LE 
TO άθροισμα τῶν ὈπὙποπολλαπλάσιων μερών TOD προηγούμε- 
νου, δηλαδή 1 24: 5 Ἐ͵10ΈΤΙ Ἐ22:144:55110- 284. 

Γιὰ va βρεις όλους τοὺς φίλιους αριθμούς στη σειρά, 
χρησιμοποίησε τον αριθμό 2, ο οποίος είναι τέτοιας ποιότη- 
τας, που αν αφαιρέσεις το 1 από το τριπλάσιο του, δηλαδή 
to 6, από το εξαπλάσιό του, δηλαδή to 12, και από το δε- 
καοκταπλάσιο TOD τετραγώνου του, δηλαδή από το 72, τα υ- 
πόλοιπα είναι τρεις πρώτοι αριθμοί, 5, 11 Kat 71. Εάν to 5 
καὶ to 11 πολλαπλασιαστούν μεταξύ τοῦς και TO γινόμενο 55 
πολλαπλασιαστεί με TO 4, το διπλάσιο του αριθμού 2, το τε- 
λικό γινόμενο 220 θα είναι ο πρώτος από τους δύο αριθμούς 
που ζητούμε. Γιὰ va βρούμε τον άλλο, το 284, χρειάζεται μο- 
vaya va πολλαπλασιάσουμε τον τρίτο πρώτο αριθμό 7], με 
to 4, το διπλάσιο του 2 που χρησιμοποιήσαμε προηγουμέ- 
VOS. 

Γιὰ va βρούμε δύο άλλους φίλιους αριθμούς, χρησιμο- 
ποιούμε avti του 2, μία από τις δυνάμεις του, που κατέχει 
τὴν ίδια ποιότητα, όπως ο κύβος του, το 8. Av αφαιρέσουμεξ 
μια μονάδα από το τριπλάσιο του, δηλαδή το 24, από το εξα- 
πλάσιό του, δηλαδή το 48, και από το 1152, το δεκαοκταπλά- 
OlO TOV τετραγώνου TOV, TA υπόλοιπα εἰναι THELG πρώτοι α- 
ριθμοί, δηλαδή 23, 47, 1151. Εάν οι δύο πρώτοι 23, 47, πολ- 
λαπλασιαστούν και το γινόμενο τοὺς 108] πολλαπλασιαστεί 
ue το 16, το διπλάσιο του κύβου ὃ, θα βρεθεί to 17296, o 
πρώτος από τους δυο ζητούμενους αριθμούς. Και για τον άἀλ- 
ho φίλιο αριθμό, που εἰναι το 18416, πρέπει va πολλαπλα- 
σιάσουμξ τον τρίτο πρώτο αριθμό, το 1151 με το 16, το ίδιο 
διπλάσιο του κύβου 8. 

»Tia va βρούμε άλλους φίλιους αριθμούς, αντί του 2, ή 
tov κύβου Tov ὃ, χρησιμοποιούμε TO τετράγωνο του κύβου 


BIBAIO AYO 


δηλαδή το 64: διότι αυτό έχει την ίδια ποιότητα και θα avta- 
ποκριθεί ὀπὼῶς παραπάνω». 

Ou δύο φίλιοι αριθμοί που παράγονται από το 64, τους 
οποίους ο Οζονάμ παρέλειψε στο ἀπόσπασμα αυτό, είναι ot 
9363584 και 9437056. Οι τρεῖς πρώτοι αριθμοί που είναι Ta 
πυπόλοιπα είναι 191, 383 και 73727. 


KE®AAAIO XXXIV 


Σχετικά μὲ τοὺς πλευρικούς και 
τοὺς διαμετρικούς αριθμούς". 


Όπως οι αριθμοί περιέχουν τριγωνικές, τετραγωνικές 
και πενταγωνικές αιτίες (Ὑ παραγωγικές apyés) καθώς και 
τις altiés όλων τῶν άλλων σχημάτων εν δυνάμει (δηλαδή at- 
τιωδώς), κατά τον ίδιο τρόπο θα βρούμε va παρουσιάζονται 
στοὺς αριθμούς, σπερματικά, πλευρικές και διαμετρικές αἱ- 
τίες. Διότι από αὐτούς προκύπτουν καλαίσθητα σχήματα. Ό- 
TOS, επομένως, ἡ μονάδα είναι ἡ ἀρχή ὀλων τῶν σχημάτων 
σύμφωνα προς μια ανώτατη και περιέχουσα αἰτία, ομοίως η 
αἰτία μιας διαμέτρου και μιας πλευράς περιέχονται OTN μο- 
vada. Ας πάρουμξ για παράδειγμα, δύο μονάδες, ἡ μια από 
τις οποίες υποθέτουμε ότι είναι διάμετρος καὶ ἡ άλλη πλευ- 
pd, εφόσον είναι avayKkaio ἡ μονάδα, που είναι ἡ ἀρχή ό- 
λῶν τῶν σχημάτων, va εἶναι εν δυνάμει και πλευρά Kal διά- 
μετρος. Και ας προστεθεί ἡ διάμετρος στην πλευρά και δύο 
πλευρές στη διάμετρο, αφού ἡ διάμετρος είναι εν δυνάμει 
μία φορά αὐτό που ἡ πλευρά εἰναι δύο φορές". 

Η διάμετρος, επομένως, θα γίνει μεγαλύτερη καὶ ἡ πλευ- 
pa μικρότερη. Apa, στὴν πρώτη πλευρά και διάμετρο που 
παράγονται από TH μονάδα, το τετράγωνο EV δυνάμει της δι- 
ἀμετρικής μονάδας θα είναι μικρότερο, κατά μία μονάδα, α- 
πό το διπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς που παράγεται 
από τη μονάδα. Γιατί ot μονάδες βρίσκονται σε ιτσότητα, αλ- 
Xa το | είναι μικρότερο του 2 κατά 1. Av προσθέσουμε ένα 
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στην πλευρά, δηλαδή στη μονάδα, ἡ πλευρά Ba γίνει δυο μο- 
νάδες. Και αν προσθέσουμε στη διάμετρο δυο πλευρές, δη- 
λαδή OTH μονάδα δυο μονάδες, ἡ διάμετρος θα αποτελείται 
από τρεῖς μονάδες. To τετράγωνο που φτιάχνεται από τὴν 
πλευρά αυτή, δηλαδή to 2, εἰναι 4. Το τετράγωνο nov φτιά- 
χνεται από το 3, είναι το 9. Οπότε το 9 ὑπερβαίνει κατά 1 το 
διπλάσιο TOV τετράγωνου TOV σχηματίζεται από το 2. 

Av τώρα προσθέσουμε το 3 εν δυνάμει στην πλευρά 2, ἡ 
πλευρά θα αποτελείται πλέον από 5 μονάδες. Αλλά αν στην 
τριάδα εν δυνάμει προσθέσουμε δυο πλευρές, δηλαδή δύο 
φορές το δύο, το άθροισμα θα είναι 7 μονάδες. Το τετράγω- 
vo από την πλευρά θα εἰναι 25, ενώ το τετράγωνο από TO 7 
θα είναι 49. Το 49, επομένως, είναι μικρότερο κατά τη μονά- 
δα, από το διπλάσιο του τετραγώνου 25. Επιπλέον, av στὴν 
πλευρά προσθέσουμε το 7, το άθροισμα θα είναι 12. Και αν 
στή διάμετρο 7 προσθέσουμξ δυο φορές τὴν πλευρά 5, TO 
τετράγωνο από το 17, δηλαδή το 289, θα ὑπερβαίνει το δι- 
πλάσιο του 144, κατά 1. Av συνεχίσουμε την πρόσθεση με 
όμοιο τρόπο, θα υπάρχει μια εναλλασσόμενη αναλογία, TO 
τετράγωνο TOV παράγεται από τη διάμετρο θα εἰναι κάποιες 
φορές μικρότερο κατά | Kal κάποιες φορές μεγαλύτερο κα- 
τά 1 από το διπλάσιο του τετραγώνου που παράγεται από 
τὴν πλευρά. Τέτοιου είδους πλευρές και διάμετροι είναι ρη- 
tot’. Αλλά ot διάμετροι EVAAAGE ἄλλοτε υπερβαίνουν κατά | 
to διπλάσιο εν δυνάμει τῶν πλευρών, GAAOTE είναι μικρότε- 
psc κατά | από το διπλάσιο αυτών. Όλες οι διάμετροι, επο- 
μένως, θα γίνουν διπλάσιες ev δυνάμει από ὀλες τις πλευ- 
ρές, HE μια εναλλάξ υπερβολή και ἐλλειψη, με την ίδια μο- 
νάδα σε όλες αὐτές νὰ παράγει ιτσότητα, έτσι που το διπλά- 
σιο σε όλες τοῦς, δὲν είναι οὔτε ὑυπερβολικό, οὔτε ελλιπές. 
Διότι αὐτό που ήταν ελλιπές στὴν προηγούμενη διάμετρο, υ- 
περβαίνει ev δυνάμει εκείνο που ακολουθεί. O1 αριθμοί av- 
τοί παρατίθενται ακολούθοως: 

Το διπλάσιο τῶν 

Πλευρὲς Διάμετροι τετραγώνων τῶν 


NAEVPWV 


1 1 2 1 


Ta tetpaywva 
tov διαμέτρων 
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To διπλάσιο τῶν Ν᾿ 
Ta τετράγωνα 


πλευρᾶς Διάμετροι τὰ ρον των τῶν  διαμειρων 
2 3 8 9 
5 7 50 49 
12 17 288 289 
29 41 1682 1681 
70 99 9800 9801 
169 239 57122 57121 


Ou πλευρές συντίθενται and την πρόσθεση τῆς προηγούμε- 
νης διαμέτρου καὶ της προηγούμενης πλευράς. Δηλαδή το 29 
σχηματίζεται από τὴν πλευρά 12 και TH διάμετρο 17. Ot διά- 
μετροι συντίθενται ATO την προηγούμενη διάμετρο καὶ το δι- 
πλάσιο της προηγούμενης πλευράς. Δηλαδή το 41 αποτελεί- 
ται azo to 17 ovv 12Χ2, to 99 αποτελείται από to 41 συν 
29x2, δηλαδή 41:58 Ξ99. 


KE®AAAIO XXXV 


Σχετικά μὲ τὴν αριθμητική Kal τὴ γεωμετρική σειρά. 


Οτιδήποτε ἀαναφέρθηκε EMS τώρα, προέρχεται σχεδόν εξ 
ολοκλήρου από τοῦς apyaiovs. Ol παρατηρήσεις που ακο- 
λουθούν είναι κατά το μεγαλύτερο μέρος τους, όπως νομίζω, 
καινούργιες. 

Στὴν αριθμητική πρόοδο 1123 4:5, κιλπ., όταν ο a- 
ριθμός τῶν ὀρῶν είναι άρτιος και πεπερασμένος, το άθροι- 
OLA TOV δύο μέσων όρων πολλαπλασιαζόμενο LE τον αριθμό 
TOV όρων, ισούται με το διπλάσιο του αθροίσματος της σει- 
pac. Eto. σε 4 όρους, 3+2=5 και 5x4= 20, to οποίο είναι 
το διπλάσιο του 10, του αθροίσματος της σειράς. 

Στὴ γεωμετρική πρόοδο 1:24: 8:116.32, κιλπ., όταν ο 
αριθμός τῶν όρων είναι πεπερασμένος, το άθροισμα τῆς σει- 
ράς προστιθέμενο στὴ μονάδα ισούται μὲ TO διπλάσιο TOD 
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τελευταίου Opov. Ἔτσι to άθροισμα τῶν 1+2+1 είναι το δι- 
πλάσιο του 2. To άθροισμα τῶν 1+2+4+1 εἰναι το διπλάσιο 
tov 4. Το ίδιο ισχύει καὶ για τους υπόλοιπους. 

Στὴ γεωμετρική πρόοδο 1+3+9+27+81, κιλπ., το τριπλά- 
σιο του τελευταίου όρου ὑπερβαίνει το διπλάσιο του αθροί- 
σματος TNS σειράς κατά TH μονάδα. Ἔτσι σε δύο ὀροῦυς, TO 
τριπλάσιο του 3, δηλαδή το 9, ὑπερβαίνει το διπλάσιο Tov 
αθροίσματος 1.13, δηλαδή tov 4, κατά 1. Ομοίως to τριπλά- 
oto του 9, δηλαδή το 27, ὑπερβαίνει το διπλάσιο Tov αθροί- 
σματος 1+3+9, δηλαδή tov 13, κατά 1. Το ίδιο ἰσχύει και 
για τοὺς υπόλοιπους. 

Στὴ γεωμετρική πρόοδο 14+4+16+644+256, κ.λπ., To τε- 
τραπλάσιο του τελευταίου Opov ὑπερβαίνει το τριπλάσιο του 
αθροίσματος της σειράς κατά TH μονάδα. 

Στὴ γεωμετρική πρόοδο 115 25 125 625, κιλπ., To πε- 
νταπλάσιο του τελευταίου ὀρου υπερβαίνει το τετραπλάσιο 
του αθροίσματος της σειράς κατά τη μονάδα. 

Στὴ σειρά 1+2+4+8+ 16, κιλπ., όταν ο ἀριθμός τῶν όρῶν 
εἶναι πεπερασμένος, ο τελευταίος όρος προστιθέμενος στον 
εαυτό του μείον TH μονάδα ισούται με το ἀθροισμα τῆς σει- 
pac. Δηλαδή, to 2 προστιθέμενο oto 2 μείον 1 ισούται με 
1+2. To 4 προστιθέμενο oto 4 μείον 3 ισούται pe 1+2+4, 
και οὕτω καθεξής. 

Στὴ σειρά 14+34+9+27+81, κιλπ., αν ἡ μονάδα αφαιρεθεί 
από τον τελευταίο OPO και το υπόλοιπο διαιρεθεί με TO 2 και 
προστεθεί στον τελευταίο όρο, To ἀάθροισμα ισούται με TO 
άθροισμα της σειράς. Ἔτσι 3-1=2, 2:2=1, 1+3=4 to οποίο 
είναι To άθροισμα τῶν δύο πρώτων ὀρῶν. 9-1=8 και το 8: 
2Ξ4 και4-:9-:13-Ξ] 39, κιλπ. 

Στὴ σειρά 1+4+16+64+256, κιλπ., αν ἡ μονάδα agaips- 
θεί από τον τελευταίο όρο και το ὑπόλοιπο διαιρεθεί με TO 
3 Kal προστεθεί στον τελευταίο όρο, το ἀθροισμα τσούται με 
το άθροισμα της σειράς. 

Xm σειρά 11.525 125 625, κιλπ., αν ἡ μονάδα αφαιρε- 
θεί από τον τελευταίο όρο Kal το ὑπόλοιπο διαιρεθεί με TO 
4 και προστεθεί στον τελευταίο όρο, το άθροισμα ισούται LE 
TO άθροισμα της σειράς. 


14 
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Στις γεωμετρικές κλασματικές προόδους: 


sa 

+3 

ere 
tat 16g WAI. 
yl 1 

a 


carr a HAT. 


ο τελευταίος όρος πολλαπλασιαζόμενος LE το άθροισμα τῶν 
παρονομαστών ισούται HE TO άθροισμα τῆς σειράς, όταν ο 
αριθμός τῶν ὀρῶν είναι πεπερασμένος. 

Ἔτσι τ 14+2+4+8=2, δηλαδή to ἄθροισμα του 1Ὲ1Ὸ 


di 
δ 


pean ale as 


ἤ--Χ1 Ἐ319:Ὲ27 =. to (Sto και για τους υπόλοιπους. 


1 
τῇ 
Avto a ισχύει, οποιοσδήποτξε και αν είναι ο λόγος τῆς σει- 
ράς. 

Στὴν πρώτη από τις σειρές αὐτές, αν ἡ μονάδα αφαιρεθεί 
από τον παρονομαστή τοῦ τελευταίου όὀρου και το υπόλοιπο 
προστεθεί στον παρονομαστή, το άθροισμα που προκύπτει 
από αὐτή την πρόσθεση, πολλαπλασιαζόμενο με τον τελευ- 
ταίο όρο, θα ισούται με το ἀθροισμα τῆς σειράς. Δηλαδή 8- 
1=7 και 7+8=15, kat tx 15=¥%, To άθροισμα τῆς σειράς. 
Στὴ δεύτερη από τις σειρές αὐτές, αν ἡ μονάδα αφαιρεθεί 
από τον παρονομαστή Tov τελευταίου όρου, το υπόλοιπο 
διαιρεθεί με To 2, και TO πηλίκο προστεθεί στον παρονομα- 
στή, το άθροισμα πολλαπλασιαζόμενο με τον τελευταίο OPO, 
θα ισούται με το άθροισμα τῆς σειράς. Στὴν τρίτη σειρά, με- 
τά τὴν ἀαφαίρεση τῆς μονάδας, το vAGAOIMTO πρέπει να διαι- 
ρεθεί με το 3, στὴν τέταρτη PE TO 4, στὴν πέμπτη LE το S, 
στὴν έκτη HE TO 6, ἘΠ ae καθεξής. 


Στὴη σειρά 1+; +- τε τα ἡ, κιλπ., ἡ οποία εάν συνεχιστεί 


επ' άπειρον ισούται με TO 2, εκτός ενός απειροελάχιστου, 
παίρνουμξ οποιονδήποτε πεπερασμένο αριθμό ὀρῶν. Av o 
παρονομαστής TOV τελευταίου όρου προστεθεί στον παρονο- 
μαστή του ἀμέσως προηγούμενου όρου, το άθροισμα αυτών 
τῶν δύο πολλαπλασιαζόμενο με τον τελευταίο όρο, θα δώσει 
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γινόμενο too με το ἄθροισμα τῆς σειράς. “Eto. σε 2 όρους 
1+3x ; = 3, NOV ισούται με TO άθροισμα του 1:: Eav υπάρ- 


χουν τρεις όροι, τότε (5:6) χ ξπξξι ἘΣ, Αν υπάρχουν 


τέσσερις όροι, τότε (6:10) x ἀπεττξεξε τ, To ίἔδιο 1- 
σχύει και για τους υπόλοιπους. 
Ἐάν πάρουμε to μισό κάθε όρου αυτής της σειράς, ώστε 


va παραχθεί ἡ σειρά Σεεε σας, κιλπ., τότε το μισό του 


αθροίσματος Tov παρονομαστή Tov τελευταίου όρου καὶ του 
παρονομαστή του ἀμέσως προηγούμενου ὀόρου, πολλαπλασι- 
αζόμενο με τον τελευταίο όρο, θα toovtat με το άθροισμα 
τῆς σειράς. Av πάρουμε το ἕνα τρίτο από κάθε όρο, το ά- 
θροισμα τῶν δύο παρονομαστών πρέπει va διαιρεθεί με TO 
3. Av πάρουμε το ένα τέταρτο από κάθε Spo, ἡ διαίρεση 
πρέπει va γίνει με το 4: και ούτω καθεξής. 

Εαν πάρουμε το μισό κάθε όρου της σειράς 1+ititi+ 
κιλπ., MOTE VA παράγουμε TH σειρά stitetats, 
και αν TO ἄθροισμα των παρονομαστών διαιρεθεί με to 2 
και το πηλίκο πολλαπλασιαστεί με τον τελευταίο όρο, θα ι- 


σούται με to ἄθροισμα της σειράς. Ly. *2*8 x1 ΞΣΈΣΈΣ, 


2 8 
΄ 24+44+8+4 16 ΄ 
Ομοίως, ; x ἦΞ: : i a και το ίδιο και για TOUS 


: HNIC, 


UMGAOLTOUS. 

Ἐάν ὀμῶς πάρουμε το ένα τρίτο από κάθε OPO της σειράς 
αυτής, ἡ διαίρεση πρέπει va γίνει διά του 3, εάν πάρουμε το 
ένα τέταρτο, διαιρέτης πρέπει va είναι το 4, εάν το ένα πέ- 
UNTO, πρέπει va είναι το 5, εάν το ένα EKTO, TO 6 και OVTH 
καθεξής. 


KE®AAAIO XXXVI 
Σχετικά μὲ τοὺς ατελώς φίλιους αριθμούς. 


Ατελώς φίλιοι ἀριθμοί είναι το 27 και το 35, το 39 Kat TO 
55, to 65 και το 77, το 51 Katto 9], to 95 και το 119, to 69 
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kat to 133, to 115 καὶ to 187, to 87 καὶ to 247. Διότι οι 
διαιρέτες Tov 27=3 x 9 εἰναι ot 1, 3, 9, To άθροισμα τῶν o- 
ποίων είναι 13: Kat ot διαιρέτες tov 35 =5x7 είναι or 1, 5, 
7, το άθροισμα τῶν οποίων sivat exions 13. 

Ot διαιρέτες tov 39 =3 x 13 είναι ot 1, 3, 13, Kat to άθροι- 
σμα αυτών είναι 17. Αὐτό είναι επίσης το άθροισμα τῶν |, 5, 
11, δηλαδή τῶν διαιρετών του 55 Ξ 5 x 11. 

Ot διαιρέτες του 65 = 13 χ5 εἰναι οι 1, 5, 13. Οι διαιρέτες 
tov 77 εἰναι οι 1, 7, 11: καὶ στους δυο το άθροισμα τῶν διαι- 
ρετών είναι 19, 

Ot διαιρέτες tov 51 = 17 χ3 είναι τα 1, 3, 17 και το άθροι- 
σμα τοὺς είναι 21. Or διαιρέτες του 91 = 13 χ7 εἰναι 1, 7, 13 
και το άθροισμα τοὺς είναι επίσης 21. Το ίδιο συμβαίνει Kar 
με τους υπόλοιπους. 

Ta αθροίσματα τῶν αριθμών που πολλαπλασιαζόμενα 
σχηματίζουν αὐτούς τους ατελώς φίλιους αριθμούς, είναι 12, 
16, 18, 20, 24, 26, 28, 32, από τους οποίους ο πρώτος διαφέ- 
ρξι από το δεύτερο κατά 4, ο δεύτερος από τον τρίτο καὶ O 
τρίτος από τον τέταρτο κατά 2. Ο τέταρτος διαφέρει από τον 
πέμπτο κατά 4, ο πέμπτος από τον EKTO κατά 2, ο έκτος από 
τον έβδομο κατά 2 και ο έβδομος από τον ὀγδοο κατά 4. 
Έτσι, ot διαφορές είναι 4, 2, 2, 4, 2, 2, 4, και οὕτω καθεξής 
επ' ἀπειρον. 

Αριθμοί αὐτού tov sidoucg δεν έχουν παρατηρηθεί από 
τοὺς γνωστούς σε μένα συγγραφείς μαθηματικών συγγραμ- 
μάτων. Προσωπικά τοὺς ἐδῶσα τὴν ονομασία ατελώς φίλιοι 
ἀριθμοί, επειδή σε δυο τέλεια φίλιους ἀριθμούς το ἀθροισμα 
τῶν διαιρετών του ενός ισούται μὲ TOV άλλο αριθμό. LE av- 
τούς όμως το άθροισμα τῶν διαιρετών του ενός αριθμού ι- 
σούται HE TO άθροισμα τῶν διαιρετών Tov άλλου, αλλά το 
κάθε ἀθροισμα εἰναι μικρότερο από ολόκληρο τον αριθμό. 
Στους τέλεια φίλιους αριθμούς επομένως, Ta μέρη (διαιρέ- 
τες) του ενός είναι σὰν va περικλείουν ολόκληρο τον ἀλλο: 
αλλά OTOVG ατελώς φίλιους Ta μέρη τοῦ ενός δὲν περι- 
κλείουν ολόκληρο τον άλλο αριθμό, παρά μόνο ένα μέρος 
του, ἐπειδή το άθροισμα τῶν μερών υπολείπεται του ολόκλη- 
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pov. Στους ελλιπείς apiOpovcs, δηλαδή σε αὐτούς που TO ά- 
θροισμα τῶν διαιρετών τοὺς είναι μικρότερο από τοὺς ἰίδιους 
τους αριθμούς, συναντώνται πολλοί αριθμοί, ot οποίοι ava 
δύο εμφανίζουν ίσο άθροισμα διαιρετών μεταξύ τους. Αντί- 
OETA στους ὑπερτέλειους αριθμούς, δηλαδή σε αὐτούς που TO 
άθροισμα τῶν διαιρετών τους vaEpPaivet τους ίδιους, ελάχι- 
oto. αριθμοί διαθέτουν την προαναφερθείσα ιδιότητα τῶν α- 
τελών αριθμών. Ἔτσι ἀνάμεσα otovs 12 και 144, ὑπάρχουν 
μονάχα δύο αριθμοί, τῶν οποίων ta αθροίσματα τῶν διαιρε- 
TOV τους είναι ίσα, και αὐτοί είναι το 80 καὶ το 104. Διότι το 
άθροισμα τῶν διαιρετών του καθενός είναι 106. 

Καθώς οι τέλεια φίλιοι ἀριθμοί σκιαγραφούν την τέλεια 
φιλία, ἡ οποία κατά συνέπεια βρίσκεται στην αρετή,. έτσι και 
αὐτοί ot ἀριθμοί ἀποτελούν ευκρινείς εἰκόνες της φιλίας που 
υφίσταται ἀνάμεσα σε φαύλους χαρακτήρες. Αὐτοί δηλαδή 
TOV TA μέρη τους εἰναι μικρότερα από το ολόκληρο, σκια- 
γραφούν τὴ φιλία ἀνάμεσα σε εκείνους που στερούνται του 
μέτρου από το οποίο συνίσταται ἡ αληθινή ἀρετή: ενώ εκεί- 
νοι που Ta μέρη τοὺς είναι μεγαλύτερα από το ολόκληρο, 
εκθέτουν την εἰκόνα της φιλίας αὐτών που υὑπερβαίνουν av- 
τό TO μέτρο. Όπως ομοίως, από τους φαύλους χαρακτήρες 
που βρίσκονται σε κάθε πλευρά γύρω από το μέσο, εκείνοι 
που το vaeppaivovv, προσεγγίζουν περισσότερο τὴν ἀρετή 
από αὐτούς που υπολείπονται και είναι ἔξοχοι, και καθώς 
είναι ἔξοχοι, ATAVTMVTAL σπανιότερα’ ἔτσι επίσης στοὺς α- 
ριθμούς αὐτούς, τὰ ζεύγη που οι διαιρέτες τους είναι μικρό- 
τεροι από τους ίδιους τους αριθμούς, είναι πολύ περισσότε- 
pa από αυτά TOV οι διαιρέτες τους είναι μεγαλύτεροι από 
τους ίδιους τους αριθμούς. 


KE®AAAIO XXXVII 


Σχετικά μὲ τὴν ακολουθία τῶν περισσάρτιων αριθμών. 


H ακολουθία τῶν αριθμών αὐτών είναι n ακόλουθη: 12, 
20, 24, 28, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92, 
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96, 100, 104, 108, 112, 116, 120, 124, 132, 136, 140, 144, 148, 
152, 156, 160, 164, 168, 172, 176, 180, 184, 188, 192, 196, 200, 
204, 208, 212, 216, 220, 224, 228, 232, 236, 240, 244, 248, 252, 
260, κ.λπ. 

Στὴν ἀκολουθία αὐτή παρατηρείται kat’ αρχάς ότι ἡ δια- 
φορά ανάμεσα στοὺς ὀροῦς ξείναι πάντοτε site ὃ site 4. Η 
διαφορά avapsoa oto 12 και to 20 είναι 8, αλλά ἀνάμεσα 
στο 20 και το 24 Kat στο 24 και το 28 είναι 4. Ή, n διαφορά 
ἀνάμεσα oto 28 Kat το 36 είναι ὃ, αλλά ἀνάμεσα στο 36 και 
to 40, oto 40 και το 44, oto 44 και to 48, oto 48 Kat το 52, 
oto 52 kat το 56, oto 56 Kat το 60 είναι 4. Ή, ἡ διαφορά 
ἀνάμεσα oto 60 και το 68 είναι ὃ, αλλά ἀνάμεσα στο 68 και 
to 72 είναι 4, και ούτωῳ καθεξής, μέχρι να φτάσουμε στο 124 
και 132, ἡ διαφορά τῶν οποίων εἰναι 8. 

Κατά δεύτερον, είναι αξιοπρόσεκτο ότι ἡ διαφορά ανά- 
soa oto 12 και το 20 είναι ὃ, ἀνάμεσα oto 20 Kai το 36 
είναι 16, ανάμεσα στο 36 Kat το 68 είναι 32, ἀνάμεσα oto 68 
kat το 132 είναι 64, και obtm καθεξής, ot οποίες διαφορές 
βρίσκονται σε λόγο δυο προς ἕνα. 

Κατά τρίτον, αν ο αριθμός που υπερβαίνει τον προηγού- 
evo του κατά ὃ, προστεθεί στον αριθμό που προηγείται κα- 
τά δυο θέσεις, το ἀθροισμα θα είναι ο επόμενος αριθμός, 
που θα υπερβαίνεται από τον επόμενο του κατά 8. Ἔτσι 36+ 
24=60, ο οποίος vaepBaivetat από το 68. Ομοίως, 68+56= 
124, to οποίο ἀμέσως προηγείται tov 132. Και 132+ 120= 
252. To ίδιο και για τους υπόλοιπους. Είναι συνεπώς προφα- 
νές ότι ἡ ακολουθία τῶν περισσάρτιων αριθμών μπορεί νὰ 
βρίσκεται επ' ἀπειρον. 


KE®AAAIO XXXVIII 


Σχετικά μὲ to GOpoioua τῶν diaipetdv 
τῶν odpav διαφορετικῶών ακολουθιών. 


To άθροισμα τῶν διαιρετών κάθε ὀροῦυ τῆς γεωμετρικής 
προόδου 2, 4, 8, 16, 32, 64, κιλπ., ισούται με ολόκληρο τον 
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Opo μειωμένο κατά 1. Ἔτσι, ο διαιρέτης tov 2 εἰναι 1 οι 
διαιρέτες του 4 είναι 2 και 1, το άθροισμα τῶν οποίων εἰναι 
3: οἱ διαιρέτες του ὃ εἶναι 4, 2, και 1, το άθροισμα τῶν ο- 
ποίων είναι 7: ot διαιρέτες του 16 είναι 8, 4, 2, 1, το άθροι- 
σμα τῶν οποίων είναι 15. To ίδιο ισχύει και για τους ὑυπόλοι- 
πους όρους. 

Αλλά κάθε όρος της γεωμετρικής προόδου 3, 9, 2, 7, 81, 
243 κιλπ., είναι μεγαλύτερος κατά 1 από το διπλάσιο του α- 
θροίσματος τῶν διαιρετών του. Ἔτσι, ο μόνος διαιρέτης του 
3 είναι to 1 καὶ το 3 ὑπερβαίνει το 2 κατά 1. Ot διαιρέτες 
tov 9 είναι 3 καὶ Τ καὶ το 9 εἰναι μεγαλύτερο από το διπλά- 
olo του αθροίσματος τους, δηλαδή το ὃ, κατά 1. Ομοίως, το 
27 υπερβαίνει το διπλάσιο του 13, του αθροίσματος τῶν δι- 
aipetov tov 9, 3, και 1, κατά 1. To 243 υπερβαίνει το διπλά- 
oto του 121, του αθροίσματος τῶν διαιρετών του 81, 27, 9, 3, 
1, κατά 1. To ίδιο ισχύει και για τους ὑυπόλοιπους. 

Στὴ γεωμετρική πρόοδο 5, 25, 125, 625 κιλπ., θα βρεθεί 
ότι κάθε όρος sivat μεγαλύτερος κατά 1 από το τετραπλάσιο 
του αθροίσματος τῶν διαιρετών Tov. Ltn γεωμετρική πρόοδο 
HWE πρώτο όρο το 7, κάθε όρος είναι μεγαλύτερος κατά 1 από 
TO ξεξαπλάσιο του αθροίσματος τῶν διαιρετών του. Στὴ yEo- 
μετρική πρόοδο LE πρώτο όρο το 9, κάθε όρος είναι μεγα- 
λύτερος από το οκταπλάσιο του αθροίσματος τῶν διαιρετών 
του κατά . 

Ομοίως, σε όλες τις γεωμετρικές προόδους που σχηματί- 
Covtat and πολλαπλάσια περιττών αριθμών, κάθε όρος θα 
πυπερβαίνει κατά 1 το γινόμενο του αθροίσματος τῶν διαιρε- 
τών του επί τον προηγούμενο τοῦ περιττού άρτιο αριθμό. 


Av σε κάθε ὀρο της σειράς... 1 2 4 816 32 64 128 256 


προστεθεὶ ο αριθμός 6.... 6 6 6 6 6 6 6 6 6 
τα αθροίσματα θα εἶναι.... 7 8101422 38 70 134 262 
Και av στη σειρά 1 3 927 81243 729 2187 6561 
προστεθοὺν Ta.... 3 6 6 6 6 6 6 6 6 
ta αθροίσματα θα εἰἶναι.... 4 9 15 33 87249 735 2193 6567 
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Στις παραπάνω σειρές είναι αξιοσημείωτο ότι ta αθροί- 
σματα τῶν διαιρετών τῶν πέντε αθροισμάτων 8, 10, 14, 22, 
38, είναι αντίστοιχα 7, 8, 10, 14, 22 και τῶν διαιρετών τῶν 
πέντε αθροισμάτων 9, 15, 33, 87, 249, είναι αντίστοιχα 4, 9, 
15, 33, 87. Ἐπίσης, τα αθροίσματα τῶν διαιρετών τῶν αθροι- 
σμάτων 134, 262, είναι 70, 134. Τα αθροίσματα όμως πέραν 
του 262, αν ἀακολουθηθεί η ίδια διαδικασία, δὲ θα παρουσιά- 
ζουν την ίδια ιδιότητα. Η ίδια παρατήρηση ισχύει καὶ για Ta 
αθροίσματα πέραν του 249. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΧΧΧΙΧ 


Σχετικά μὲ τὴν axodovdia τῶν dpav ποὺ προκύπτουν 
από τὸν πολλαπλασιασμό τῶν αρτιάκις ἄρτιων με 
τὰ αθροίσματα ποὺ παράγονται από τὴν πρόσθεση 
αυτών (βλέπε Κεφ. XV, Bipdio Eva), στην οποία 

περιέχονται επίσης οἱ τέλειοι αριθμοί. 


H ακολουθία αὐτή αποτελείται από τους όρους |, 6, 28, 
120, 496, 2016, 8128, 32640, 130816, κιλπ. To άθροισμα της 
είναι ο τύπος τοῖς διότι όταν αναπτυχθεί, δίνει TH σειρά 


1+6+28+120+496, κιλπ., στην οποία επίσης περιέχονται ό- 
λοι οι τέλειοι αριθμοί. 

Av λοιπόν στην ακολουθία 6, 28, 496, 8128, 130816, 
2096128, 33550336, 536854528, κιλπ., δηλαδή αν στους ὀόρους 
τῆς παραπάνω ακολουθίας, παραλείποντας ανά ἕνα Opo με- 
τά TO 28, και αρχίζοντας από το 6, οι αριθμοί 2, 4, 16, 64, 
256, κιλπ, προστίθενται όπως παρακάτω: 

2 4 16 64 256 1024 4096 16384 
6 28 496 8128 130816 2096128 33550336 536854528 
1. ὃ 32 512 8192 131072 2097152 33554432 536870912 


Tote, το πρώτο άθροισμα θα είναι ίσο με τὴν 3η δύναμη 
tov 2, το δεύτερο pe τὴν δη δύναμη Tov 2, το τρίτο με τὴν JON, 
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TO τέταρτο με τὴν 13H, TO πέμπτο με τὴν 17H, TO EKTO LE τὴν 
21n, to έβδομο με τὴν 25, To όγδοο LE τὴν 29, και οὕτω 
καθεξής. Πάντοτε όμως ta αθροίσματα, μετά τα δυο πρώτα, 
θα διαφέρουν κατά 4 δυνάμεις. 


, ΄ 2 1-8-96 
Ἐάν αναπτυχθεί 0 τύπος — 


στε δίνει tH σειρά 1:8 32 


5124+81924+13072, κιλπ. em’ ἄπειρον. Και ο τύπος Pore 
τη σειρά 14+24+4+4+16+644+256, κιλπ., em’ ἄπειρον. Αλλά εάν 
ἡ τελευταία σειρά αφαιρεθεί από την προηγούμενη, δηλαδή 
1-8-9 1-2-4 6 - 92 +320 

1-16 1-4 1-204+64 ” 
OTE TH σειρά 6+28+496+8128+130816, K.Az. 

Ot όροι ot οποίοι, όταν πολλαπλασιαστούν με OPOVS τῆς 
ακολουθίας τῶν αριθμών που ἔχουν λόγο δύο προς ένα, πα- 
ράγουν τη σειρά 1, 6, 28, 496, 8128, κιλπ., είναι οι 1, 3, 7, 31, 
127, 511, 2047, 8191, κιλπ. Και ἡ σειρά που είναι ton με τον 
τελευταίο όρο αὐτών τῶν αριθμών, είναι 1+2+4+24+964 
384, κιλπ. Διότι 1-Ξ 1, 1+2=3, 142+4=7, 1 214:24-:3]- to 
ίδιο καὶ για τους ὑυπόλοιπους. LE αὐτή τη σειρά είναι αξιο- 
σημείωτο ότι κάθε όρος, ὕστερα από τοὺς τρεις πρώτους ό- 
ρους, δηλαδή μετά από 1, 2, 4, είναι το τοῦ ἐπόμενου όρου. 


δίνει 


, δίνει το οποίο ἀαναλυόμενο συνι- 


r ΄ 1 ΄ 
Ἔτσι, to 24 είναι το «τοῦ 96, το 96 εἰναι το + τοῦ 384, το 384 


είναι TO + τοῦ 1536: και ούτω καθεξής. 

Ομοίως, μετά από τοῦς τρεῖς πρώτους όρους, αν κάθε ό- 
ρος πολλαπλασιαστεί με TO 4 και στο γινόμενο προστεθεί TO 
3, to άθροισμα θα είναι ο επόμενος όρος. ‘Etot 31x4 = 124 
και 124+3=127. Ἐπίσης, 27Χ4 -- 508 και 508+3=511. Και 
πάλι, 511 x4 - 2044 και 2044+3=2047. Το ίδιο και για τοὺς 
πυπόλοιπους. 

Είναι επίσης αξιοπρόσεκτο ότι το άθροισμα τῶν διαιρε- 
τών του 2 και τῶν δυνάμεων του, αὐυξημένο κατά 1, ισούται 
πάντοτε με το τελευταίο πηλίκο της διαίρεσης. Ἔτσι 2:1 -3, 
TO πηλίκο στὴ διαίρεση του 6. Και 2+4+1=7, to τελευταίο 
πηλίκο στη διαίρεση tov 28. Και 2+4+8+16+ 1=31, to πηλί- 
ko tov 496. To ίδιο και για τους ὑυπόλοιπους. 
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Είναι επίσης δυνατόν va βρεθεί e'vag τύπος που αναλυό- 

μενος νὰ δώσει ™ σειρά 1+3+7+31 4+ 127, κιλπ. Αυτός ο τύ- 
, -2-44 
πος θα εἰναι ες Σ᾿ 

Όπως οι τέλειοι ἀριθμοί ἀαναλύονται OTA συστατικά μέρη 
τους διαιρούμενοι LE το 2 καὶ τις δυνάμεις του, έτσι MOTE TA 
αθροίσματα που προκύπτουν από τοὺς διαιρέτες καὶ τὰ πη- 
λίκα, μαζί με τή μονάδα, είναι ίσα με τοὺς αντίστοιχους τέ- 
λειους αριθμούς, έτσι επίσης το άθροισμα που προκύπτει α- 
TO μια παρόμοια διαίρεση οποιουδήποτε όρου στὴ σειρά 6+ 
8 496 + 8128 + 130816+ 2096128, κιλπ., ἔστω και αν dev είναι 
ένας τέλειος αριθμός, θα ιτισούται WE TOV ίδιο TOV OPO, αν και 
μια τέτοια διαίρεση de θα τον αναλύσει σε όλα Ta μέρη του. 

Αλλά για VO KOTAVOTNOEL O ἀναγνώστης περισσότερο TO 
νόημα μου και va πεισθεί πλήρως, παραθέτω στις παρακάτω 
σελίδες παραδείγματα που αναλύουν δέκα όρους της σειράς 
αυτής, διαιρεμένους OTA μέρη τους με αὐτούς τους διαιρέτες. 
Ανάμεσα GCE αὐτούς τοὺς όρους μόνο οι τέσσερις εἰναι τέ- 
λειοι αριθμοί. 

Στο πρώτο παράδειγμα είναι εμφανές ότι ta 3, 2 και |, 
είναι όλα ta δυνατά μέρη του 6. Γιατί to 3 είναι το μισό, το 
2 to ένα τρίτο και το | το ἕνα éxto του 6. Ακολούθως, τα 14, 
7, 4, 2 και 1 είναι όλα τα μέρη του 28. Ομοίως, στη διαίρεση 
του 496 ota μέρη του, το 465 είναι το άθροισμα τῶν πηλίκων 
που προκύπτουν από TH διαίρεση τοῦ με το 2 Kal τις δυνά- 
μεις του. Ἐπειδή το μισό του 496 είναι το 248, προκύπτει το 
ίδιο πηλίκο αν διαιρεθεί το 248 με το 2, ή αν διαιρεθεί το 
496 με το 4. Για τον ίδιο λόγο, προκύπτει το ίδιο πηλίκο αν 
διαιρεθεί το 124, το μισό του 248, με το 2, ή το 496 με το 8. 
Ομοίως αν διαιρεθεί το 62, το μισό του 124, με το 2, ή av 
διαιρεθεί το 496 με το 16. Apa, οι διαιρέτες του 496 εἰναι 
ta 2, 4, ὃ, 16, και to άθροισμα αυτών προστιθέμενο στο | 
καὶ oto 465, είναι 496. Κατά έναν ὀμοιῖο τρόπο, στο τέταρτο 
παράδειγμα to 8001 είναι το ἀάθροισμα τῶν πηλίκων που 
προκύπτουν από τὴ διαίρεση pe TO 2 και τις δυνάμεις TOD. 
Kat ot διαιρέτες του 8128 είναι ot 2, 4, 8, 16, 32, 64, το ά- 
θροισμα τῶν οποίων προστιθέμενο στο | καὶ στο 8001, ισού- 
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ται ws 8128. To ίδιο διαπιστώνεται και στὰ GAAG παραδείγ- 


ματα. 


(1). 


(4). 


2)8128 


2)4064 


2)2032 


2)1016 


2)508 


2)254 


127 


8001 


204 


(5). 


2)130816 


2)65408 


2)32704 


2)16352 


2)8176 


2)4088 


2)2044 


2)1022 


511 


130305 


130305 


130816 


(3). 
2)496 465 
—— 2 
2)248 4 
— 8 
2)124 16 
ΜΕΙ͂ΝΕ 1 
2)62 
5.5. 496 
31 το 
465 
(6). 
2)2096128 2094081 
aS 2 
2)1048064 4 
—— 8 
2)524032 16 
esse 32 
2)262016 64 
128 
2)131008 256 
512 
2)65504 1024 
——— 1 
2)32752 
2096128 
2)16376 
2)8188 
2)4094 
“2047 
2094081 


(7). 


2)33550336 


2)16775168 


2)8387584 


2)4193792 


2)2096896 
-2)1048448 
2)524224 
2)262112 


2)131056 


2)65528 


2)32764 


2)16382 


8191 


33542145 
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33542145 


33550336 


(8). 
2)536854528 
2)268427264 
2)134213632 

2)67106816 
2)33553408 


2)16776704 


2)8388352 


2)4194176 
2)2097088 
2)1048544 


2)524272 
2)262136 
2)131068 


2)65534 


32767 


536821761 


536821761 


536854528 
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(9). 


2)8589869056 
2)4294934528 
2)2147467204 
2)1073733632 

2)536866816 
2)268433408 
2)134216704 
2)67108352 
2)33554176 
2) 16777088 
2)8388544 
2)4194272 
2)2097136 
2)1048568 
2)524284 
2)262142 
131071 


8589737985 
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8589869056 


(10). 


2)137438691328 


2)68719345664 
2)34359672832 
2)17179836416 
2)8589918208 
2)4294959104 
2)2147479552 
2)1073739776 
2536869888 
2)268434944 
2)134217472 
2)67108736 
2)33554368 
2)16777184 
2)8388592 
2)4194296 
2)2097148 
2)1048574 
~~ 524287 


137438167041 


137438167041 


137438691328 
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Μόνον οκτώ τέλειοι αριθμοί ἔχουν ὡς τώρα βρεθεί, ε- 
πειδή ακριβώς είναι ιδιαίτερα δύσκολο σε πάρα πολύ μεγά- 
λους όρους va εξακριβωθεί εάν ένας αριθμός είναι πρώτος 
H όχι. Ot οκτώ τέλειοι είναι ot εξής: 6, 28, 496, 8128, 
33550336, 8589869056, 137438691328, 2305843008139952128. 
Αναπτύσσοντας TOV TOTO aS σε είκοσι ὀρους, O ava- 
γνώστης θα δει THV ἀαπόσταση που ἔχουν αὕὑτοί οι τέλειοι α- 
ριθμοί μεταξύ τους. Ot είκοσι όροι είναι ot ἀκόλουθοι, ενώ 
Ol τέλειοι διακρίνονται από τον αἀστερίσκο: 

* * * * * 
6, 28, 496, 8128, 130816, 2096128, 33550336, 536854528, 


* ΕΣ 


8589869056 , 137438691328, 2199022206976, 35184367894528, 
562949936644096, 9007199187632128, 144115187807420416, 


* 


2305843008139952128, 36893488143124135936, 
590295810341525782528, 9444732965670570950656, 
151115727451553768931328 


Ano τὴν παραπάνω διάταξη φαίνεται ότι ο ὀόγδοος τέ- 


λειος αριθμός sivat ο Ἰόος όρος της σειράς που παράγεται 
6- 92 + 320 
1-20+64' 


οκτώ τέλειοι ἀριθμοί σε είκοσι όρους της ἀκολουθίας αυτής. 
Συνεπώς, εἰναι φανερό ότι ο Ρούφους (Ruffus) oto LydAia 
πάνω στὴν Αριθμητική τοῦ Βοήθιου, ἐσφαλλε όταν ισχυρι- 
ζόταν ότι κάθε δεύτερος όρος αυτής είναι ένας τέλειος αριθ- 
μός. 

Πρέπει επίσης va παρατηρήσουμε ότι στην ακολουθία 
αὐτή ol όροι λήγουν εναλλάξ σε 6 Kat 8. Αὐτό ισχύει για 
τους πρώτους τέσσερις τέλειους αριθμούς, οι άλλοι τέσσερις 
λήγουν πράγματι σε 6 και ὃ, αλλά όχι εναλλάξ. 


από την ἀανάπτυξη του Εν τούτοις, ὑπάρχουν μόνο 
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Ot ὑπόλοιποι Spot avtis της ἀκολουθίας, λόγω της σχέ- 
σῆς τοῦς LE τους τέλειους αριθμούς, μπορούν επίσης va ονο- 
μαστούν μερικώς τέλειοι. Διότι και οἱ δύο αναλύονται σε μέ- 
py από το 2 και τις δυνάμεις του, το άθροισμα τῶν οποίων 
ιτισούται με ολόκληρο τον αριθμό: και οι δύο επίσης λήγουν 
σε 6 και 8. Ἐπιπροσθέτως, στὴ σειρά 14+84+324+512+8192, 


᾿ 1-8- 96 : 
κιλπ., που παράγεται ATO την ἀνάπτυξη Tov is? τὸ μισό 


tov κάθε ὀρου μετά τον πρώτο είναι ένας τετράγωνος αριθ- 
μός. To μισό του 8, του 32, tov 512, κιλπ., δηλαδή o1 4, 16, 
256, εἰναι τετράγωνοι ἀριθμοί. Και αν κάθε όρος από tH 
σειρά 6+28+ 496+ 8128 + 130816, κιλπ., διπλασιαστεί, TO ά- 
θροισμα τῶν διαιρετών του καθενός είναι ένας τετράγωνος 
αριθμός. Etot το άθροισμα τῶν διαιρετών tov 12, του διπλά- 
σιου τοῦ 6, είναι το 16 το άθροισμα τῶν διαιρετών tov 56, 
του διπλάσιου Tov 28, είναι 64 το άθροισμα τῶν διαιρετών 
του 992, του διπλάσιου του 496, είναι 1024, ρίζα του οποίου 
είναι το 32: το άθροισμα τῶν διαιρετών του 16256, του δι- 
πλάσιου του 8128, εἶναι 16384, n τετραγωνική ρίζα του ο- 
ποίου είναι 128: Kat τῶν διαιρετών του 216632, του διπλά- 
σιου tov 130816, εἰναι 262144, ἡ τετραγωνική ρίζα του ο- 
ποίου sivat 512. Kat το ίδιο και για τους ὑυπόλοιπους. Όλες 
οι ρίζες μετά τη δεύτερη αὐξάνονται σε μια ἀναλογία τέσσε- 
pa προς ἕνα. Καθώς αυτή ἡ ιδιότητα ἰσχύει στοὺς όρους που 
δεν είναι τέλειοι ἀριθμοί, όπως ακριβώς σε εκείνους nov εἰ- 
ναι, φανερώνει σε ἀκόμη μεγαλύτερο βαθμό τη σχέση αυτών 
TOV εγώ ονομάζῳ μερικώς τέλειους με τους πλήρως τέλειους 
αριθμούς. 

Ἐπιπλέον, αν to 2 αφαιρεθεί από τον αριθμό της τάξης 
που κάθε αριθμός μετά το 28 ἔχει στην ακολουθία 6, 28, 496, 
8128, 130816, κιλπ., Kat TO ὑυπόλοιπο προστεθεί στον αριθμό 
τῆς εν λόγω τάξης, το άθροισμα θα εἰναι ο εκθέτης εκείνης 
τῆς δύναμης του 2, ἡ οποία πολλαπλασιαζόμενη με τον αντί- 
στοιῖχο του αριθμό στην ακολουθία 3, 7, 31, 127, 511, κιλπ., 
παρήγαγε τον πλήρως ή μερικώς τέλειο αριθμό. Ἔτσι, av α- 
πό το 3 αφαιρέσουμξε το 2, Kat προσθέσουμε 3 στο VAOAOITZO 
1, to ἄθροισμα 4 θα υποδεικνύει ότι ἡ τέταρτη δύναμη TOD 2, 
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δηλαδή to 16, πολλαπλασιασμένη με τον τρίτο όρο 31, Ba 
δώσει τον τρίτο όρο, δηλαδή το 496, στην ακολουθία 6, 28, 
496, 8128, κιλπ. Ομοίως, αν το 2 αφαιρεθεί από το 4 Kal TO 
4 προστεθεί στο ὑυπόλοιπο, το άθροισμα 6 θα δηλώνει ότι ἡ 
ἕκτη δύναμη Tov 2, δηλαδή το 64, πολλαπλασιασμένη LE TOV 
τέταρτο όρο 127, θα παράγει τον τέταρτο όρο 8128, της aKo- 
λουθίας 6, 28, 496, 8128, κιλπ. Το ίδιο και για τους υπόλοι- 
πους. 

O πιο σύντομος κανόνας για va βρούμε ἕναν αριθμό που 
είναι site πλήρως site μερικώς τέλειος στην ακολουθία 6, 
28, 496, 8128, 130816, κιλπ., όταν δίνεται οποιοσδήποτε όρος 
αὐτής, είναι ο ἀκόλουθος: Πολλαπλασιάστε τον δοσμένο τέ- 
λειο ή μερικώς τέλειο αριθμό με το 16 και προσθέστε στο 
γινόμενο δώδεκα φορές τον αντίστοιχο ἀαριθμό από την ακο- 
λουθία τῶν αριθμών που ἔχουν λόγο δύο προς ένα. Αν το 
νέο άθροισμα πολλαπλασιαστεί με ένα αντίστοιχο αριθμό 
στην ακολουθία 3, 7, 31, 127, 511, κιλπ., παράγεται ο τέλειος 
ἤ ο μερικώς τέλειος ἀριθμός στη σειρά 6, 28, 496, κιλπ. Ἐ- 
tol, 28 y 16-448 και 448 προστιθέμενο oto 12x 4, δηλαδή 
oto 48, ισούται με 496. Ομοίως, 496 x 16 = 7936, και 7936+ 
(12 x 16)=8128. To ίδιο Kat για τους υπόλοιπους. 

Τέλος όλοι ot τέλειοι ἀριθμοί βρίσκονται στην ακολουθία 
τῶν εξαγωνικών αριθμών, που είναι οι 1, 6, 15, 28, 45, 66, 
κιλπ. Ο τύπος που συνιστά το άθροισμα τοῦς καὶ που όταν 


αναλυθεί δίνει όλους αὐτούς μὲ σειρά επ' άπειρον, εἰναι 
1:3 


1-3+3-1° 


KE®AAAIO XL 
Σχετικά μὲ Eva ἄλλο sidog τῶν ατελώς φίλιων apibudv. 
O Οζανάμ, στις Μαθηματικές Ψυχαγωγίες, δὲν ἀναφέρει 


ποῖοι ἀριθμοί πρέπει va χρησιμοποιηθούν για va βρεθούν ἀλ- 
λοι φίλιοι ἀριθμοί μετά το 9363584 Kat 9437056". 
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Μετά από πολλές προσπάθειες ανακάλυψα OTL AV οποιοσ- 
δήποτε αριθμός, από τον οποίο βρίσκονται δυο φίλιοι αριθ- 
μοί, πολλαπλασιαστεί με TO ὃ, το γινόμενο θα είναι ένας αριθ- 
μός από τον οποίο μπορούν va βρεθούν site δύο αριθμοί που 
TO ἄθροισμα όλων τῶν διαιρετών TOV ενός LOOUTAL με TOV άλ- 
ho, site δύο αριθμοί από τοὺς οποίους το άθροισμα τῶν διαι- 
PETOV του ενός που προκύπτουν μόνον κατόπιν διαίρεσης με 
το 2 και τις δυνάμεις του, θα εἶναι too LE τον άλλο. Ἔτσι, αν 
to 64 πολλαπλασιαστεί με TO 8, το γινόμενο θα είναι 512. Or 
τρεις ἀριθμοί που σχηματίζονται όπῶς Ot πρώτοι που παρά- 
γοῦν φίλιους αριθμούς, θα είναι 1535, 3071 καὶ 4718591. Oa 
παραχθούν επίσης δύο αριθμοί 4827120640 και 4831837184, ὁ- 
Tov To άθροισμα τῶν διαιρετών του δεύτερου, που προκύ- 
πτουν από διαίρεση ME TO 2 και τις δυνάμεις του, LE την πρό- 
σθεση της μονάδας, θα ισούται με τον πρώτο. Επιπλέον, αν το 
512 πολλαπλασιαστεί με To 8, το γινόμενο θα εἰναι 4096. Ot 
τρεις ἀριθμοί που αντιστοιχούν σε πρώτους θα είναι 12287, 
24575 καὶ 301989887. Kat ot δύο ατελώς φίλιοι αριθμοί θα 
είναι ο 2473599180800 καὶ ο 2473901154304. Le αὐτούς το ά- 
θροισμα τῶν διαιρετών τοῦ τελευταίου που προκύπτουν από 
διαίρεση με το 2 και τις δυνάμεις του, με την πρόσθεση της 
μονάδας, θα ιἰσούται με τον πρώτο. Ἐπίσης, to γινόμενο 4096 
πολλαπλασιαζόμενο pe το 8 θα είναι 32768. Ot τρεις αριθμοί 
που είναι πρώτοι ή αντιστοιχούν σε πρώτους, θα είναι 98303, 
196607 και 19327352831. Kat οι δύο ατελώς ή τέλεια φίλιοι θα 
είναι ot 1266618067910656 και 1266637395132416. 

Τέλος, av to 32768 πολλαπλασιαστεί με το 8, το γινόμενο 
θα είναι 262144. Οι τρεις ἀριθμοί που site είναι πρώτοι site 
αντιστοιχούν σε πρώτους, θα sivat ot 786431, 1572863 Kar 
1236950581247. Kat ot δύο ατελώς ή τέλεια φίλιοι ἀριθμοί 
θα είναι 648517109391294464 και 648518346340827136. 

Tia va μπορέσει ο ἀναγνώστης va εξοικειωθεί με τη μέ- 
θοδο εὔρεσης τῶν διαιρετών τῶν τέλεια φίλιων αριθμών, θα 
δώσω ἕνα παράδειγμα αυτής με τοῦς δύο αριθμούς 9363584 
και 9437056. Διαιρούμε λοιπόν τον πρώτο από αὑτούς τους 
ἀριθμούς με το 2 και τις δυνάμεις του 2, δηλαδή 4, 8, 16, 32, 
64, κιλπ., μέχρι ἡ διαίρεση va καταλήξει σε ένα υπόλοιπο 
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Tov είναι, πρώτος αριθμός. Ta πηλίκα αυτά με TO αδιαίρετο 
πυπόλοιπο θα εἰναι όπως παρακάτω: 4681792, 2340896, 
1170448, 585224, 292612, 146306, 73153. Στη συνέχεια, εφό- 
σον οἱ δύο πρώτοι αριθμοί 191 και 383 πολλαπλασιάζονται 
μεταξύ τοὺς γιὰ va παράγουν τον αριθμό 9363584, γίνεται 
φανερό ὀτι είναι και μέρη αὐτού, Apa πρέπει νὰ χρησιμο- 
ποιηθούν ὡς διαιρέτες του. Av διαιρέσουμε τον 9363584 με 
to 191, to πηλίκο είναι 49024: kat ἡ διαίρεση με το 383 μας 
δίνει πηλίκο 24448. Καθένα από avté τα πηλίκα, μπορεί επί- 
σης va διαιρεθεί pe To 2 καὶ τις δυνάμεις του. Ta πηλίκα 
επομένως TOV προκύπτουν από τη διαίρεση του 49024 με το 
2 και τις δυνάμεις του, είναι 24512, 12256, 6128, 3064, 1532, 
766, το υπόλοιπο εἰναι 383. Αντίστοιχα, Ta πηλίκα που προ- 
κύπτουν από μια παρόμοια διαίρεση του 24448 εἰναι 12224, 
6112, 3056, 1528, 764, 382 καὶ το ὑυπόλοιπο είναι 191. To ά- 
θροισμα συνεπώς όλων αὐτών τῶν πηλίκων θα εἰναι: 


4681792 
2340896 
1170448 
585224 
292612 
146306 
73153 
49024 
24448 
24512 
12256 
6128 
3064 
1532 
766 
383 
12224 
6112 
3056 
1528 
764 
382 

19] 


9436801 
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Av oto άθροισμα αὐτό προστεθεί To ἀθροισμα tov 2 με 
τις δυνάμεις TOV, συμπεριλαμβανόμενης της μονάδας, δηλα- 
δή αν γίνει ἡ πρόσθεση με το 1+2+44+84+164+32+644+128 
255, to άθροισμα θα είναι 9437056, ο δεύτερος από τους φί- 
λιους αριθμούς. 

Me όμοιο τρόπο, αν το 9437056 διαιρεθεί με To 2 Kal τις 
δυνάμεις του, TA πηλίκα καὶ το άθροισμα τους θα είναι όπως 
παρακάτω: 


4718528 
2359264 
1179632 
589816 
294908 
147454 
73727 
9363329 


Av στο άθροισμα αὐτό προστεθεί το 255, όπως στο προη- 
γούμενο παράδειγμα, το άθροισμα θα είναι 9363584, ο πρώ- 
τος από τους φίλιους αριθμούς. 

Η πρώτη παρατήρηση σε σχέση με αὐτούς τους τέλεια φί- 
λιους αριθμούς είναι ότι ο αριθμός 2 και οι δυνάμεις TOD 
χρησιμοποιούνται στὴν παραγωγή όλων αὐτών. Δεν μπορούν 
va παραχθούν από κανέναν GAAov αριθμό Kat τις δυνάμεις 
αυτού. Γιατί, καθώς avtoi ot φίλιοι ἀριθμοί είναι εἰκόνες 
TS αληθινής φιλίας, φαίνεται πιο καθαρά ότι τέτοια φιλία 
μπορεί va υπάρξει μόνο ἀνάμεσα σε δύο άτομα. 

Κατά δεύτερον, ot αριθμοί 3, 6 και 18, που χρησιμοποι- 
οὔνται στο σχηματισμό αὐτών τῶν αριθμών, αποκαλύπτουν 
He εἬνάργεια την τελειότητα, είναι επομένως ELKOVES της τε- 
λειότητας της αληθινής φιλίας. Γιατί to 3 Kat το 6 είναι ot 
πρώτοι τέλειοι ἀριθμοί. O πρώτος είναι το παράδειγμα της 
ολότητας, καθώς εμπεριέχει THV ἀρχή. το μέσο και το τέλος. 
O δεύτερος είναι ίσος os όλα Ta μέρη του και το 18 παράγε- 
ται από τον πολλαπλασιασμό Tov 6 επί 3. 

Κατά τρίτον, ἡ σπανιότητα αὐτών τῶν αριθμών σκιαγρα- 
φεί WE τον πιο VAEPOYO τρόπο TH σπανιότητα της αληθινής 
φιλίας. Γιατί ἀνάμεσα στο | καὶ το 1000 ὑπάρχουν μόνο δύο, 
ἀνάμεσα oto 284 καὶ το 20.000 υπάρχουν επίσης μόνο δύο, 
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ἀνάμεσα oto 18416 και ta δέκα εκατομμύρια μόνο άλλοι 
δύο. 

Κατά τέταρτον, όσο μεγαλύτεροι είναι ot ἀριθμοί στην 
σειρά τῶν τέλεια και ατελώς φίλιων αριθμών, τόσο περισσό- 
TEPO αὐτοί προσεγγίζουν την τέλεια τσότητα. Γιὰ παράδειγ- 
μα, ο λόγος του 284 προς το 220 unopsi va δοθεί wc | = και 
pe ἀαναγωγή le. Ο λόγος tov 17296 προς το 18416 αναλύε- 

1120 70 7 τον ; ; 
oud Τῦετ [0 ogy ξίναι πολύ μικρό- 
TEPO από το Ξ', Ο λόγος του 9437056 προς το 9363584 εἰναι 

73472 , 1 287 287s ἢ : 

rey και WE ἀαναγωγή 1 τες, To τῆτες δίναι πολύ μικρότερο 
0 


από TO τος: Κατά évav όμοιο τρόπο θα βρεθεί ότι ἡ διαφορά 


τῶν λόγων τῶν διαδοχικών φίλιων αριθμών συνεχώς θα ε- 
λαττώνεται. Συνεπώς Ooo μεγαλύτεροι γίνονται δυο φίλιοι a- 
ριθμοί τόσο περισσότερο προσεγγίζει ο ένας τον άλλο. Αὐτό 
γίνεται πράγματι φανερό στοὺς μετά τους πρώτους τρεῖς φί- 
λιους αριθμούς, εξετάζοντας απλώς τοὺς ίδιους. Διότι στους 
φίλιους 4827120640 και 4831837184, ta δύο πρώτα ψηφία 
του καθενός από αριστερά είναι ίδια, δηλαδή το 4 Kat το 8. 
Στοὺς φίλιους 2473599180800 καὶ 2473901154304, ta πρώτα 
τέσσερα ψηφία 2473 είναι κοινά. Στους φίλιους αριθμούς 
1266618067910656 και 1266637395132416, ta πέντε πρώτα 
ψηφία είναι ίδια. Αντίστοιχη παρατήρηση ισχύει και για 
τους EMOMEVOVS δυο φίλιους αριθμούς, δηλαδή τους 
64851710939294464 και 648518346340827136. Και στους δυο 
φίλιους που ακολουθούν μετά από Evav αριθμό, δηλαδή 
στους 170005188316757680455680 και 1700051933833071941 
38624, τὰ πρώτα επτά ψηφία από αριστερά είναι κοινά. And 
όλα αὐτά φαίνεται ότι όσο μεγαλύτεροι είναι δύο φίλιοι α- 
ριθμοί, τόσο avédvovv ta κοινά ψηφία. Apa n προσέγγιση 
τους σε μιὰ τέλεια 1OOTHTA είναι μεγαλύτερη. 

Ev συνεχεία θα αναφερθούμξε στις αξιοσημξείωτες ιδιότη- 
τες τῶν πρώτων αριθμών και τῶν αριθμών που αντιστοιχούν 
O€ πρώτους, από τοῦς οποίους παράγονται Kat τὰ δύο εἰίδη 
τῶν φίλιων αριθμών. 


ται o€ | 


καὶ με avayoyy | 
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Αὐτοί οι αριθμοί είναι ot ἀκόλουθοι: 


5 11 71 
23 47 1151 
11 383 73727 
1539 3071 4718591 
12287 24575 301989887 
98303 196607 19327352831 


Αρχικά, (2x5)+1= 11, 2 x 23) 1=47, (2x 91) 1 =383, 
(2 x 1535) +1=3071, (2 x 12287)+1=24575 και (2 x 98303)+1 
= 196607. Apa to διπλάσιο Tov πρώτου αριθμού os κάθε 
σειρά, προστιθέμενο OTH μονάδα, ισούται με TO δεύτερο α- 
ριθμό στην ίδια σειρά. 

XT συνέχεια, O πρώτος αριθμός της πρώτης σειράς πολ- 
λαπλασιαζόμενος με το 4 και προσθέτοντας στο γινόμξνο TO 
3, θα ισούται με τον πρώτο αριθμό της δεύτερης σειράς. E- 
πίσης, ο δεύτερος αριθμός της πρώτης σειράς 11x4=44, 
44+3=47, που είναι ο δεύτερος ἀριθμός της δεύτερης σει- 
ράς. Αλλά πιο κάτω βλέπουμε 23 x 8 = 184, 184 + 7 = 191, 
(477 8) +7=383, (191 x 8)+7=1535, (383 x 8)+7=3071, 
(1535 x8) + 7 = 12287, (3071 x 8) + 7 = 24575, (12287x8) +7 = 
98303, Kat (24575 x 8)+7=196607. 

Πάλι, (47 x 4)+3=191, (383 x 4)+3=1535, (3071 x 4)+3= 


12287 και (24575 x 4) +3 =98303. 
ἘΞ i --64 και υπόλοιπο 


3θιϑθϑδῈ7. 
ror =64, με 


Ἐπίσης, ——=16 και υπόλοιπο 15: 


4718591 
63: 73727 


to toto υπόλοιπο 63. To ίδιο παρατηρείται στοὺυς το αν τες 
αριθμούς επ' άπειρον, το πηλίκο καὶ το υπόλοιπο θα εἰναι 
πάντοτε 64 και 63 αντιστοίχοως. 

Qs εκ τούτου, άπειρες σειρές όλων αὐτών τῶν αριθμών 
μπορούν εὔκολα va βρεθούν, δηλαδή από τους δύο πρώτους 
όρους κάθε σειράς, εξαιρουμένης της πρώτης, και από τον 
τρίτο όρο κάθε σειράς. εξαιρουμένων τῶν δύο πρώτων σει- 


pov. Διότι 55.557 75:5 cr dre? 93 + 191 + 1535 + 12287, κιλπ. 


3: καὶ TO ὑυπόλοιπο είναι 63: και 
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SATA T AT 1p tt A810 = 47 +383+3071 424575, κιλπ. 


Και 73727 + 63+ 63 Η oh aan. στο ἄπειρο “757 +471 8591, nom. Ah 
23 - 16 47 - 40 


λά ov τύποι αὐτοί με avaywyy θα γίνουν τ τς, τῖστε 


και 
73727 - 73664 
1- 65464 * 

Mia άλλη αξιοσημείωτη ιδιότητα αὐτών τῶν αριθμών εἰ- 
ναι ότι το γινόμενο τῶν δύο πρώτων αριθμών κάθε σειράς, 
αν αφαιρεθεί από τον τρίτο αριθμό της ίδιας σειράς, δίνει 
πυπόλοιπο ίσο μὲ το άθροισμα τῶν δύο πρώτων. Δηλαδή, 
5Χ11 - 55,71-55 = 16. Αλλά 16 =5 + 11. Ομοίως, 23 x 47=1081 
και 1151-108] -70-:-23 47. Με τον ίδιο τρόπο, 191 x383= 
73153 Kat 73727-73153 =574=191 +383. Eto. ισχύει Kar για 
τους υπόλοιπους. Apa, ο τρίτος μείον To άθροισμα τῶν δύο 
πρώτων αριθμών, θα ισούται με TO γινόμενο τῶν δύο πρώ- 
τῶν. Από τους τύπους λοιπόν που δόθηκαν προηγουμένως 
και με βάση όσα αποδείξαμε τώρα, θα είναι εύκολο va βρε- 
θεί ένας τύπος, που αναπτυσσόμενος θα δώσει μια ἀπειρη 
ακολουθία τῶν γινομένων τῶν δύο πρώτων αριθμών σε κάθε 
σειρά. O τύπος αὐτός (0 πρώτος όρος tov οποίου είναι TO 
γινόμενο τῶν δύο πρώτων αριθμών στὴν τρίτη σειρά, προκει- 

Ἶ ; 2 ᾿ 2 73727 -- 73664 
μένου va είναι στὴν ίδια σειρά με Tov τύπο =~), θα 
73153 — 699337 + 1179656 - 503472 

174+ 657 — 1096+ 512 

Όλοι αὐτοί λοιπόν οι φίλιοι ἀριθμοί, μετά τα 17296 και 
18416, μπορούν va βρεθούν με σειρά, αν ο πρώτος όρος τῆς 
άπειρης ἀκολουθίας που προκύπτει aNd την ἀανάπτυξη καθε- 
νός από αὐτούς τους τύπους πολλαπλασιαστεί με 128, ο 
δεύτερος όρος Tov με 1024, ο τρίτος όρος με 8192, και οὕτω 
καθεξής. Ot πολλαπλασιαστές πάντοτε θα αὐυξάνουν ἔχοντας 
μεταξύ τοὺς λόγο οκτώ προς ένα. 

Tia va αποδείξουμε όσα ισχυριστήκαμε σχετικά HE αὐτό 
το είδος τῶν φίλιων αριθμών, παραθέτουμε TA παρακάτω 
παραδείγματα, ota οποία δύο από αυτούς τους αριθμούς α- 
ναλύονται σε μέρη, βάσει της διαίρεσης με το 2 Kat τις δυ- 
νάμεις του. 


είναι 
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Kat' apydc, το ἀθροισμα τῶν διαιρετών του αριθμού 
4831837184 toovtat με 4827120640, ὀπῶὼς γίνεται φανερό α- 
TO τὴν παρακάτω διαίρεσῃ: 


2)4831837184 

Fh ee Διαιρέτες που προκύπτουν 

2)2415918592 από το 2 και τις δυνάμεις του 
He τὴν προσθήκη της μονάδας. 


2)1207959296 
2)603979648 1 
Ξε τσ 2 
2)301989824 4 
= 8 
2)150994912 16 
32 
2)75497456 τὰ 
2)37748728 128 
a aeeneeees 256 
2)18874364 512 
aetna: 1024 

2)9437182 
Σύνολο 2047 

4718591 

4827118593 

+ 2047 

4827120640 


To ακόλουθο παράδειγμα είναι μὲ τοῦς αριθμούς 
2473901154304 και 2473599180800: 
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2)2473901154304 Διαιρέτες με τὴν 
προσθήκη της μονάδας. 
2)1236950577152 

2)61 8475288576 1 
es eo τ τ δεν 2 
2)309237644288 4 
8 
2)154618822144 16 
2)77309411072 oe 
2)38654705536 128 
ses τον 256 
2)19327352768 512 
oa ade Pcie ΕΞ Ἐξ 1024 
2)9663676384 2048 
πεσε πόδε 4096 
2)4831838192 8192 


2)2415919096 Σύνολο 16383 
2)1207959548 
2)603979774 

301989887 


2473599164417 
+ 16383 


2473599180800 


Η πλέον εκπληκτική παρατήρηση σχετικά με αυτή τὴν a- 
κολουθία τῶν αριθμών είναι ότι όσο μεγαλύτερο γίνεται ο- 
ποιοδήποτε ζευγάρι από αὐτούς, τόσο πλησιάζουν avtot ot 
ἀριθμοί την τέλεια LOOTHTA: ἔτσι WOTE AV ἡ σειρά μπορούσε 
va επεκταθεί στο άπειρο, το τελευταίο ζευγάρι αριθμών θα 
αποτελείτο από δύο ίσους αριθμούς. 
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Eivat εξίσου φανερό από TO σχηματισμό avTIs της ακο- 
λουθίας ότι GAOL οι τέλεια όπως και OL ατελώς φίλιοι ἀριθμοί 
ἐμπεριέχονται σε αὐτήν. Ἔτσι αντιστοιχεί από την άποψη 
αὐτή στην ἀκολουθία που δόθηκε προηγουμένως, στὴν οποία 
περιέχονται όλοι οι τέλεια και ατελώς φίλιοι αριθμοί. 


KE®AAAIO XLI 


Σχετικά μὲ τὸ yeopetpikd αριθμό oto ὀγδοο 
βιβλίόο τῆς Πολιτείας τὸν Πλάτωνα. 


H ασάφεια της avagopds του Πλάτωνα σχετικά We TO γε- 
ὠμετρικό αριθμό είναι τόσο μεγάλη, Mote είχε γίνει παροι- 
μιώδης για τοὺς ἀρχαίους. Δυστυχώς de διασαφηνίστηκε σε 
κανένα από τα ανεκτίμητα έργα της ελληνικής φιλοσοφίας 
που ἔχουν διασωθεί μέχρι σήμερα Oa προσπαθήσουμξε λοι- 
TOV στη συνέχεια VA σύρουμε αὐτό το πέπλο της ἀσάφειας. 

Αρχικά παραθέτουμε ολόκληρο το σχετικό ἀπόσπασμα α- 
mo tv Πολιτεία: «Εἶναι πραγματικά δύσκολο μια πολιτεία 
HE αὐτό τον τρόπο συγκροτημένη, va μεταβληθεί: αλλά όπως 
κάθε πράγμα Tov γεννάται, ὑπόκειται σε φθορά, και αὐτό TO 
πολιτικό σύνταγμα dé θα παραμείνει αναλλοίωτο για πάντα, 
αλλά θα διαλυθεί. Και va πώς επέρχεται ἡ διάλυση. ΥὙπάρ- 
χει όχι μόνο για TA φυτά τῆς γης, αλλά ομοίως και για Ta 
CHa αυτής, περίοδος ευφορίας και αγονίας τόσο στὴν ψυχή 
600 και στο σώμα. Και τούτο συμβαίνει, όταν οι περιστρο- 
φές τῶν ουράνιων σωμάτων ολοκληρώνουν τὴν περιφέρεια 
TS αντίστοιχης τροχιάς τους, που Eival μικρότερη OTOVG 
βραχύβιους και αντίθετη o€ εκείνους που εἰναι αντίθετοι"". 

Ou δικοί σας άρχοντες, τους οποίους εσείς εκπαιδεύσατε, 
όσο σοφοί και αν είναι, μπορεί va συμβεί va μην εννοήσουν 
ἤ va μὴν υπολογίσουν με ἀκρίβεια avtés τις περιόδους της 
ευφορίας και της αγονίας TOV είἰδους σας, Va τους διαφεύγει 
ο κατάλληλος καιρός και νὰ τεκνοποιήσουν όταν δεν πρέπει. 
Kot ἡ περίοδος αὐτή γιὰ μὲν ta θεία γεννητά εἰναι εκείνη 
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Tov περιλαμβάνει ο τέλειος αριθμός: για δὲ TO ανθρώπινο 
γένος, ὑυπάρχει ἕνας αριθμός όπου αὐξήσεις δυνάμενες και 
δυναστευόμενες, αφού λάβουν τρεις ἀποστάσεις και τέσσε- 
pa OPlA παραγόντων TOV ομοιώνουν και ανομοιώνουν, αὖυ- 
ξάνουν καὶ ελαττώνουν, καταστούν στο τέλος όλα τα στοι- 
χεία προσήγορα και ρητά: ἡ επίτριτη βάση τους, αφού συνε- 
νωθεί με τὴν πεντάδα και πολλαπλασιαστεί τρεῖς φορές, δί- 
νει δύο αρμονίες. Η μια αποτελείται από αριθμό ίσες φορές 
too, EKaTO φορές εκατό: ἡ άλλη, κατά TH μιὰ φορά τῆς ι- 
σομήκης και κατά την άλλη προμήκης, αποτελείται από εκα- 
τό αριθμούς ρητών διαμέτρων της πεντάδας", καθεμία ελατ- 
τωμένη κατά TH μονάδα, και από δύο αριθμούς που είναι ἀρ- 
ρητοι, και από εκατό κύβους της τριάδας. Ολόκληρος αὐτός 
O γεωμετρικός αριθμός κανονίζει τὴν περίοδο τῶν καλύτε- 
POV και τῶν χειρότερων γεννήσεων, όταν dE από άγνοια TOD 
αριθμού αυτού οι άρχοντες ζευγαρώσουν τους άντρες καὶ τις 
γυναίκες σε ακατάλληλη εποχή, τότε θα γεννηθούν παιδιά 
όχι HE καλά φυσικά, οὔτε εὐτυχισμένα». 

Σχετικά ME το νόημα αυτών τῶν λόγων του Πλάτωνα για 
τὴν περιοδική μεταλλαγή τῶν πραγμάτων στο επίγειο βασί- 
λειο, πρέπει να παρατηρηθεί ότι GAG Ta μέρη του σύμπαντος 
είναι ανίκανα να συμμετέχουν κατά τον ίδιο τρόπο στη θεία 
πρόνοια τῆς θεότητας: κάποια από αὐτά την ἀαπολαμβάνουν 
αιώνια και άλλα παροδικά: κάποια σε πρωταρχικό και GAAG 
σε δευτερεύοντα βαθμό. Διότι όντας το σύμπαν ἕνα τέλειο 
σύνολο, πρέπει Va αποτελείται από ένα πρώτο, ἕνα μεσαίο 
και ἕνα τελευταίο μέρος. Αλλά Ta πρώτα μέρη του, καθώς 
ἔχουν τὴν πλέον ἐξοχη υπόσταση, πρέπει πάντοτε va υπάρ- 
χοῦν σύμφωνα προς TH φύση και τὰ τελευταία μέρη Tov πρέ- 
TEL κάποιες φορές νὰ υφίστανται σύμφωνα προς TH φύση 
και κάποιες φορές αντίθετα προς αὐτή. Συνεπώς, Ta ουρά- 
Vlad σώματα, τα οποία είναι τὰ πρώτα μέρη του σύμπαντος, 
πυπάρχουν αιώνια σύμφωνα προς TH φύση, τόσο οι σφαίρες 
ολόκληρες, OOO και TO μεγάλο πλήθος που συνεργάζεται με 
αὐτές. Η μόνη μεταβολή που υφίστανται, εἰναι ἡ μεταλλαγή 
σχήματος καὶ ἡ μεταβολή του φωτός σε διαφορετικές περιό- 
δους. Αλλά στο επίγειο βασίλειο, ενώ ot σφαίρες τῶν στοι- 
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χείων παραμένουν εξαιτίας της ὕπαρξης τοὺς ὡς σύνολα πά- 
VIOTE σύμφωνα προς TH φύση, τὰ μέρη αὐτών τῶν συνόλων 
έχουν κάποιες φορές μιὰ φυσική και κάποιες φορές μιὰ α- 
φύσικη ὑπαρξη: διότι μόνο κατά αὐτόν τον τρόπο μπορξί ο 
κύκλος της γέννησης va ἀποκαλύψει ὀλη THV ποικιλία που 
ἐμπεριέχει. 

Ou διαφορετικές περίοδοι στις οποίες συμβαίνουν ot με- 
ταλλαγές αὐτές, ονομάζονται πολύ ορθά από τον Πλάτωνα 
περίοδοι evgopiac και αγονίας. Γιατί στις περιόδους avtés 
εκδηλώνεται ἡ γονιμότητα ή ἡ στειρότητα ἀνθρώπων, ζῴων 
και φυτών έτσι MOTE στις γόνιμες περιόδους το ανθρώπινο 
εἶδος θα avénOsi περισσότερο αριθμητικά και συνολικά, θα 
είναι AVOTEPO πνευματικά και σωματικά από τοῦς ανθρόώ- 
πους μιας άγονης περιόδου. Αντίστοιχη λογική πρέπει va ε- 
πεκταθεί ota Coa και τὰ φυτά. Η τόσο φημισμένη ηροωική 
ENOYN ήταν αποτέλεσμα [LAG από αυὑτές τις γόνιμες περιό- 
δους, στὴν οποία ot άνθρωποι ξεπερνώντας TO στάδιο THS 
ανθρώπινης αγέλης ήταν αριθμητικά πολλοί Kat διέθεταν 
πνευματική ἀρετή 

Ooov αφορά το επίθετο θεία γεννητά, σωστά παρατήρη- 
σε Έλληνας σχολιαστής ότι «ο Πλάτωνας δεν evvosi με αὐτό 
οὔτε ολόκληρο τον κόσμο, μολονότι το επίθετο είναι προωτί- 
στῶς κατάλληλο σε αὐτόν, οὔτε μονάχα Ta ovpdvia βασί- 
λεια, οὔτε TOV επίγειο κόσμο, αλλά κάθε πράγμα TO οποίο 
κινείται αἰώνια καὶ κυκλικά, εἰτε στοὺς οὐυρανούς, site κά- 
τῷ από το φεγγάρι: εφόσον είναι υλικό, ονομάζεται γεννητά 
(διότι κανένα σώμα δεν είναι αυθύπαρκτο), αλλά εφόσον κι- 
νείται αἰώνια, θείο. Διότι μιμείται το πιο θείο από Ta πράγ- 
ματα, αὐτό που κατέχει μια ζωή που βρίσκεται πάντα σε ε- 
γρήγορση. Αλλά όσον αφορά τον τέλειο αριθμό που αναφέ- 
petat εδώ από τον Πλάτωνα, εμείς δεν πρέπει μόνο va κα- 
τευθύνουμε τὴν προσοχή μας σε έναν τέλειο αριθμό στην 
κοινή αριθμητική, -διότι αυτός είναι μάλλον αριθμούμενος 
παρά αριθμός, τείνει προς τὴν τελειότητα και δεν είναι ποτέ 
τέλειος, καθώς βρίσκεται πάντοτε εν γενέσει- αλλά πρέπει 
va αναζητήσουμε τὴν αἰτία του αριθμού avtov, που εἰναι 
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πραγματικά νοητός, αλλά συμπεριλαμβάνει το καθορισμένο 
όριο κάθε περιόδου TOv κόσμου». 

Ac εξετάσουμε τώρα τι evvosi ο Πλάτωνας μὲ τις αὐξή- 
σεις δυνάμενες και δυναστευόμενες: HE TOVG παράγοντες 
που ομοιώνουν καὶ ἀανομοιώνουν, αὐξάνουν και ελαττώνουν, 
προσήγορα και ρητά. 

Οι δυνάμενες αὐξήσεις είναι λόγοι μεγαλύτερης ανισότη- 
τας, δηλαδή όταν ο μεγαλύτερος συγκρίνεται ME το μικρότε- 
po, και είναι πολλαπλάσιοι, επιμόριοι, επιμερείς, πολλαπλα- 
σιεπιμόριοι και πολλαπλασιεπιμερείς. Αλλά πολλαπλάσιος 
είναι ο λόγος μιὰς μεγαλύτερης ποσότητας προς μία μικρό- 
τερήη, τὴν οποία περιέχει πολλές φορές: επιμόριος είναι oO 
λόγος της μεγαλύτερης ποσότητας προς μία μικρότερη, τὴν 
οποία περιέχει ολόκληρη μιὰ φορά και επιπλέον κάποιο μέ- 
ρος τῆς: και επιμερής είναι ο λόγος τῆς μεγαλύτερης προς TH 
μικρότερη, την οποία περιέχει ολόκληρη μια φορά Kal ο- 
μοίως κάποια μέρη αυτής. Πολλαπλασιεπιμόριος είναι ο λό- 
γος τῆς μεγαλύτερης προς TH μικρότερη, την οποία περιέχει 
ολόκληρη πολλές φορές και κάποιο μέρος αὐτής επιπλέον 
και πολλαπλασιεπιμερής είναι ο λόγος τῆς μεγαλύτερης 
προς TH μικρότερη, THV οποία περιέχει ολόκληρη πολλές φο- 
ρές και επίσης κάποια μέρη αυτής. Ot δυναστευόμενες αὖυ- 
ξήσεις είναι λόγοι που εκφράζουν μικρότερη ανισότητα, δη- 
λαδή όταν ἡ μικρότερη συγκρίνεται με TH μεγαλύτερη ποσό- 
τητα όπως για παράδειγμα, υποπολλαπλάσια, υπεπιμόριοι, 
πυπεπιμερείς, καθώς και εκείνοι που συντίθενται από αὐτούς 
τοὺς τρεις. Ot ἀριθμοί που ομοιώνουν καὶ ανομοιώνουν κα- 
τά τον Πλάτωνα ονομάζονται από τους μαθηματικούς ὀόμοιοι 
και ανόμοιοι. Όμοιοι αριθμοί είναι εκείνοι που οι πλευρές 
τους εἶναι αναλογικές, ενώ ανόμοιοι αὐτοί που OL πλευρές 
τους δεν είναι ἀαναλογικές. Ἐπίσης ot ἀριθμοί που avgavovv 
και ἐελαττώνουν κατά τον Πλάτωνα, ονομάζονται από τοῦς 
μαθηματικούς υπερτελείς και ελλιπείς, ή υπερτέλειοι και α- 
τελείς. 

Τα πράγματα Ta προσήγορα Kat ρητά είναι όρια που σχη- 
ματίζουν αντίστοιχα λόγο μεταξύ τοὺς και μπορούν va εκ- 
φραστούν σε αριθμούς sits ακέραιους, site κλασματικούς, 
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τέτοιους όπως αὐὑτοί οι τέσσερις όροι H όρια 27, 18, 12, 8, 
που σχηματίζουν ημιόλιο και υφημιόλιο λόγο: εφόσον αὐτοί 
σχηματίζουν αντίστοιχα λόγο και είναι ρητοί. Διότι ρητές 
ποσότητες είναι εκείνες που μπορούν va εκφραστούν μὲ α- 
κέραιους αριθμούς ή κλάσματα: και κατά όμοιο τρόπο, άρ- 
ρητες ποσότητες είναι αὐτές που δὲν μπορούν va εκφρα- 
στούν οὔτε με αἀκέραιους ἀριθμούς οὔτε LE κλάσματα και ο- 
νομάζονται από τοὺς σύγχρονους μαθηματικούς ασύμμετρες. 

Ας δούμε τι καταλαβαίνουμξ από To ἢ επίτριτη βάση 
τους ἀφού συνενωθεί μὲ τὴν πεντάδα καὶ πολλαπλασιασθεί 
τρεῖς φορές, δίνει δύο αρμονίες. Μὲ tov ὀρο επίτριτη βάση 
o Πλάτωνας evvosi τον αριθμό 95. Γιατί ο αριθμός αυτός 
συντίθεται από την πρόσθεση τοῦ 25 -του αθροίσματος δη- 
λαδή τῶν τετραγώνων τῶν αριθμών 4 και 3, τα οποία σχημα- 
τίζουν τον πρώτο επίτριτο λόγο- με Tov αριθμό 70, ο οποίος 
συντίθεται από το 40 και to 30, άρα αποτελείται από δυο 
αριθμούς που σχηματίζουν επίτριτο λόγο. Καθώς το 95 συ- 
ντίθεται από 25 και 70, μπορεί ws μεγάλη ορθότητα va ονο- 
μαστεί επίτριτη βάση. Av προσθέσουμε το 5 στον αριθμό αυ- 
τόν και TOV ὑψώσουμε στο τετράγωνο και στον κύβο παράγξι 
δέκα χιλιάδες και ένα εκατομμύριο, δηλαδή 100x 100= 
10000 καὶ 10000 x 100=1000000. Πρέπει να παρατηρηθεί ott 
αὐτοί ot δυο αριθμοί, 6m@¢o θα φανεί σύντομα, θεωρούνται 
από τον Πλάτωνα ανάλογοι pe δυο παραλληλεπίπεδους. O 
πρώτος, δηλαδή ο δέκα χιλιάδες, σχηματίζεται από 
10x 10 x 100 kat ο τελευταίος από ἸΟΟΟΧ 10x 100. Avtoi ot 
δυο αριθμοί ονομάζονται από tov Πλάτωνα αρμονίες για τον 
ακόλουθο λόγο. Ο Σιμπλίκιος στο σχόλιο TOV πάνω στην 
πραγματεία tov Αριστοτέλη Περί Ουρανού μας πληροφορεί 
ότι ο κύβος ονομαζόταν από τοὺς Πυθαγόρειους αρμονία᾽, 
ἐπειδή αποτελείται από 12 ακμές, ὃ γωνίες και ἕξι πλευρές: 
και ta 12, 8, και 6 βρίσκονται σε αρμονική αναλογία. Καθώς 
ένα παραλληλεπίπεδο λοιπόν ἔχει τον ίδιο αριθμό πλευρών, 
γωνιών και ἀκμών με TOV κύβο, είναι προφανές γιατί οι α- 
ριθμοί 10000 και 1000000 ονομάζονται από τον Πλάτωνα ap- 
μονίες. Ἔτσι επίσης γίνεται φανερό γιατί λέγει ότι «ἡ άλλη 
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από αὐτές τις αρμονίες (δηλαδή To ένα εκατομμύριο) εἰναι 
κατά TH μιὰ φορά τῆς ἰσομήκης και κατά την άλλη προ- 
μήκης». Διότι av και στοὺς δυο αριθμούς ονομάσουμε το 
πλάτος 100 καὶ το ύψος 10, είναι φανερό ότι ο δεύτερος α- 
ριθμός, όταν εξετασθεί ὡς παραγόμενος από 1000 x 10 x 100, 
θα είναι ἀανάλογος προς ένα παραλληλεπίπεδο περισσότερο 
προμήκες από το προηγούμενο. 

Ἐπίσης, όταν λέει ότι «ο ἀριθμός 1000000 αποτελείται α- 
πό εκατό αριθμούς ρητών διαμέτρων της πεντάδας, καθεμία 
ελαττωμένη κατά TH μονάδα, και από δυο TOV είναι άρρητοι, 
και από εκατό κύβους τῆς τριάδας», το νόημα Tov είναι TO 
ακόλουθο: Ο ἀριθμός 1000000 αποτελείται από εκατό αριθ- 
μούς (δηλαδή από εκατό τέτοιους ἀριθμούς όπως το 10000), 
που καθένας τους συντίθεται από ρητές διαμέτρους του πέ- 
ντε. Αλλά για VO το κατανοήσετε πλήρως, πρέπει va θυμη- 
θείτε Ta όσα αναφέρθηκαν oto Keg. XXXIV αυτού tov βι- 
βλίου, δηλαδή ότι ὑπάρχουν κάποιοι ἀριθμοί που ονομάζο- 
νται από τους μαθηματικούς ρητές διάμετροι. Avtot είναι ε- 
tions δύο ειδών, γιατί κάποιοι είναι διάμετροι ἀρτιῶν και 
άλλοι περιττών τετράγωνων. O1 διάμετροι τῶν ρητών ἀρτιῶν 
τετράγωνων, όταν πολλαπλασιάζονται με τοῦς εαυτούς τοῦς, 
παράγουν τετράγωνους αριθμούς, διπλάσιους τῶν τετράγω- 
νῶν τῶν οποίων είναι διάμετροι, με ἕναν πλεονασμό της μο- 
νάδας. Tia παράδειγμα, ο αριθμός 3 πολλαπλασιαζόμενος LE 
τον EAVTO του παράγει 9, το οποίο είναι διπλάσιο TOV τετρα- 
γώνου 4, avénpévo κατά TH μονάδα: επομένως το 3 θα εἰναι 
ἡ διάμετρος του άρτιου τετράγωνου 4. Αλλά οι διάμετροι 
τῶν ρητών περιττών τετράγωνων, είναι εν δυνάμει διπλάσιες 
τῶν τετράγωνων OTA οποία είναι διάμετροι, μειωμένες κατά 
μία μονάδα. Θέτοντας αὐτό ὡς αρχή., συνάγεται ότι ο αριθ- 
μός 10000 θα αποτελείται and έναν κάποιο αριθμό επτάδων. 
Διότι το 7 είναι ἡ ρητή διάμετρος του τετράγωνου αριθμού 
25. Xm συνέχεια θα βρούμε ότι ο αριθμός αυτός είναι TO 
989. 

Ο ἀριθμός 10000 ὀχι μόνον αποτελείται από 989 επτάδες, 
αλλά επίσης ο Πλάτωνας προσθέτει, «από δύο αριθμούς που 
είναι άρρητοι», δηλαδή από δύο αριθμούς mov οι ρίζες τους 
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dev μπορούν va βρεθούν, οὐτε va εκφραστούν LE ακρίβεια, 
εἰτε σε ἀκέραιους αριθμούς είτε σε κλάσματα, όπως είναι οι 
ρίζες τῶν αριθμών 2 και 3. Ot αριθμοί 300 και 77 είναι επί- 
σης αὐτού Tov είδους: και όπως θα δούμε, φαίνεται ότι εἰναι 
οι ἀριθμοί που δηλώνονται από τον Πλάτωνα. Στο τέλος 
προσθέτει, «και από εκατό κύβους τῆς τριάδας», δηλαδή a- 
πό τον αριθμό 2700: γιατί αυτός ισούται με εκατό φορές TO 
27, τον κύβο του 3. Ot αριθμοί, επομένως, που σχηματίζουν 
to 10000, είναι o1 ἀκόλουθοι: 


10000 


δηλαδή 989 επτάδες, δύο άρρητοι aptOpoi to 300 Kat to 77 
και δκατό φορές ο κύβος του 3, δηλαδή το 2.700. 

Ἄρα, ολόκληρος ο γεωμετρικός αριθμός είναι ένα εκα- 
τομμύριο. 

O Ιάμβλιχος αποκαλεί αὐτόν tov αριθμό γαμικό αριθμό 
και avagépet oto Περί τῆς Νικομάχου Αριθμητικής Εἰσα- 
γωγής: «Αὐτό το παράδειγμα θα μας βοηθήσει va κατανοή- 
σοῦμξ το γαμικό αριθμό στην Πολιτεία του Πλάτωνα. Διότι 
εκεί λέει ότι ATO δυο γονείς αγαθούς θα γεννηθεί ἕνας κα- 
θόλα αγαθός γόνος: αλλά το αντίθετο από την ἐνώση SvO 
αντίθετων χαρακτήρων. Από τὴν ἐνώση κακού Kat αγαθού 
γονέα ο γόνος θα είναι and κάθε άποψη κακός και ποτέ α- 
γαθός. Διότι από τη σύνδεση περιττών αριθμών μεταξύ τοῦς, 
He τὴν πρόσθεση της μονάδας, ἡ οποία στή σύνθεση προη- 
γείται AVTOV, παράγονται οι τετράγωνοι αριθμοί, οι οποίοι 
ἐπειδή παράγονται από τέτοιους αριθμούς μετέχουν της φύ- 
ons Tov αγαθού. Αἰτία δε τούτου εἰναι ἡ τισότητα καὶ προη- 
γείται αυτής το ἕνα. Από τὴ σύνδεση όμως άρτιων αριθμών, 
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με τη δυάδα va ηγείται, παράγονται αριθμοί ετερομήκεις 
που éxyovv αντίθετη φύση, διότι τέτοιοι ἀκριβώς είναι και οι 
γεννήτορες τοῦς. Αἰτία ὃε τούτου είναι ἡ ανισότητα και προ- 
ηγείται αυτής Nn αόριστη δυάδα. Και εάν μία μίξη πρέπει va 
γίνει, σὰν EVO πάντρεμα τοῦ άρτιου με τον περιττό, ο γόνος 
θα συμμετέχει oT φύση και τῶν δυο, EiTE οἱ γεννήτορες του 
διαφέρουν κατά TH μονάδα, sits κατά κάποιον μεγαλύτερο 
αριθμό. Διότι ot παραγόμενοι αριθμοί είναι sits ετερομήκεις 
cite προμήκεις. And τετράγωνους αριθμούς αναμεμιγμένους 
μεταξύ τους γεννιούνται OL τετράγωνοι, από ετερομήκεις πα- 
ράγονται αριθμοί ὀμοιοι προς αὐτούς, αλλά από μικτούς α- 
ριθμούς ποτέ δε γεννιούνται τετράγωνοι, αλλά ἀριθμοί που 
είναι ἐεντελώς ετερογενείς. Αὐτό λέει ο θείος Πλάτωνας σχε- 
τικά με τοὺς αρσενικούς καὶ τους θηλυκούς άρχοντες στην 
Πολιτεία του, ότι δηλαδή, όταν δεν ἔχουν ανατραφεί μὲ τις 
μαθηματικές επιστήμες, ή αν και ἔχουν ἀανατραφεί με AVTEG, 
ἔλθουν σε γάμου κοινωνία με τρόπο σύγχυσης και αταξίας, 
θα γεννήσουν απόγονους εξαχρειωμένους, οι οποίοι θα εἰ- 
ναι ἡ ἀρχή της οχλαγωγίας και της διχόνοιας σε ολόκληρη 
τὴν πολιτεία». 

Παίρνουμε λοιπόν μια σειρά από τετράγωνους αριθμούς 
αρχίζοντας από TH μονάδα και κάτω από αὐτούς μια σειρά 
από ετερομήκεις αριθμούς αρχίζοντας από τη δυάδα ή δύο, 
όπως παρακάτω: 


1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 
2 6 12 20 30 42 56 72 90 110 


Av to 2 συγκριθεί με το 1, ο λόγος είναι δύο προς ἕνα και 
είναι ἡ ρίζα αὐτού του λόγου. Αλλά ο λόγος του 6 προς To 4 
είναι ημιόλιος Kat του 12 προς το 9 επίτριτος. Συνεχίζοντας 
κατά αὐτόν τον τρόπο θα βρεθεί ο επιμόριος λόγος, ο επιτέ- 
ταρτος, O επίπεμπτος και άλλοι, τῶν οποίων οι διαφορές θα 
πυπερβαίνουν ἡ μιὰ την GAAN κατά TH μονάδα. 

Διότι ἡ διαφορά ἀνάμεσα στο 2 και το | εἰναι 1, ἀνάμεσα 
στο 6 και το 4 είναι 2, ἀνάμεσα στο 12 Kai το 9 εἰναι 3, και 
οὕτω καθεξής. Η αὐξηση θα είναι πάντοτε ἡ μονάδα. 


225 


H OEQPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


XTN συνέχεια, AV OL OPOL TIS plas ἀκολουθίας συγκριθούν 
μεταξύ τους, θα βρεθεί Sti οι τετράγωνοι αριθμοί διαφέρουν 
o ἕνας από τον άλλο, όταν εξετασθούν σε συνεχή σειρά, κα- 
τά 3. Η διαφορά όμως ανάμεσα στοῦς ετερομήκεις αριθμούς 
είναι 4. 

Ο λόγος της διαφοράς δύο ετερομηκών αριθμών προς TH 
διαφορά δυο τετράγωνων είναι επιμόριος αλλά avtToi οι λό- 
γοι ἔχουν μόνο τις ονομασίες που AVAMEPOVTAL OE περιττούς 
αριθμούς. Tia παράδειγμα, n διαφορά ἀνάμεσα στο 6 Kat το 
2 είναι 4, αλλά ἡ διαφορά ἀνάμεσα στο 4 Kat το είναι 3, 
επομένως ο λόγος τῆς διαφοράς 4 προς TH διαφορά 3 είναι 
επίτριτος. Ἄλλο παράδειγμα, ἡ διαφορά ἀνάμεσα στο 12 Kat 
το 6 και ἀνάμεσα στο 9 Kat το 4 είναι 5, δπομένως ο λόγος 
τῆς διαφοράς 6 προς TH διαφορά 5 είναι επίπεμπτος. Το ίδιο 
ισχύει και για τις ὑυπόλοιπες διαφορές. 

Οι αριθμοί που γεννιούνται από τον πρώτο όμοιο, δηλα- 
δή τον τετράγωνο 4, είναι όλοι όμοιοι καὶ τετράγωνοι. Ἔτσι 
4 φορές το 4 είναι 16, 4 φορές το 9 είναι 36, 4 φορές το 16 
είναι 64, που όλοι τους εἰναι τετράγωνοι αριθμοί και ὀμοιας 
φύσης. Αντίθετα, οι ἀριθμοί που γεννιούνται από ανόμοιους 
όρους, είναι όλοι ανόμοιοι, όπως To 12 το οποίο γεννιέται 
από το 2 και το 6, το 72 που γεννιέται από το 6 και το 12, 
και TO ίδιο καὶ για τους υπόλοιπους. Ο αριθμός που παράγε- 
ται ἀπό τον πολλαπλασιασμό του ανόμοιου αριθμού 6 με TOV 
όμοιο αριθμό 4, είναι ο ανόμοιος προμήκης 24 και ανήκει 
στὴν τάξη τῶν φαύλων αριθμών΄. 

XTOVGS γνώμονες τῶν τετράγωνων καὶ τοὺς γνώμονες τῶν 
ετερομηκών αριθμών ἡ ακόλουθη αναλογία παρουσιάζεται: 


13 5 7 9 I 13 15 
2 4 6 8 10 12 14 16 


Av εξετασθούν τρεις γνώμονες τετράγωνων, 1, 3, 5, το ά- 
θροισμα τους είναι 9 και το άθροισμα τῶν γνωμόνων 2 και 4 
-δύο ετερομηκών αριθμών- είναι 6: ο λόγος του 6 προς το 9 
είναι υφημιόλιος. Av εξετασθούν τέσσερις γνώμονες τετρά- 
yovev, 1, 3, 5, 7, το άθροισμα τους είναι 16, και το άθροι- 
OLA τῶν τριών γνωμόνων 2, 4, και 6 -ετερομήκεις αριθμοί- 
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είναι 12: ο λόγος του 16 προς to 12 είναι επίτριτος. Συνεχί- 
ζοντας κατ' αὐτόν τον τρόπο, οι άλλοι λόγοι θα εἰναι επιτέ- 
TAPTOG, επίπεμπτος, K.AT. 

Av συγκριθούν ol τετράγωνοι LE τους EVSIGLEDOVDG AVTHOV 
ετερομήκεις αριθμούς, ο λόγος της πρώτης αναλογίας εἰναι 
δύο προς ἕνα, δηλαδή 1, 2, 4: της δεύτερης αναλογίας 4, 6, 
9, είναι ημιόλιος: της τρίτης 9, 12, 16, είναι επίτριτος, Kar 
ovta καθεξής. 

Αλλά αν οι ετερομήκεις αριθμοί συγκριθούν με τοῦς εν- 
διάμεσους αὐτών τετράγωνους, οι λόγοι θα βρεθούν να είναι 
συναφείς Kal συναρτημένοι, δηλαδή ο λόγος δύο προς ένα 
HE τον ημιόλιο, όπως στους 2, 4, 6: ο ἡμιόλιος με τον επίτρι- 
το, όπος στοῦς 6, 9, 12: ο επίτριτος με τον επιτέταρτο, όπως 
στους 12, 16, 20, και οὕτω καθεξής. Ἐπιπλέον, κάθε τετρά- 
γῶνος και όμοιος αριθμός, με έναν vAOKEiWEVO ετερομήκη 
και ανόμοιο αριθμό, παράγει Evav τριγωνικό αριθμό. Ἔτσι 
1+2=3, 4+6=10, 9Ὲ 12Ξ21], κιλπ., τῶν οποίων όλα τα αθροί- 
σματα είναι τριγωνικοί αριθμοί. Ομοίως, αν ο πρώτος ανό- 
μοιος προστεθεί στο δεύτερο όμοιο αριθμό, ή ο δεύτερος α- 
νόμοιος στον τρίτο όὀμοιο αριθμό, τα αθροίσματα θα εἰναι 
επίσης τριγωνικοί αριθμοί. Ἔτσι 2+4=6, 6+9=15, 12+16 
28, κιλπ. ἀΑναφερθήκαμε λοιπόν επαρκώς os όσα λέξι ο Ιάμ- 
βλιχος σχετικά με το γαμικό αριθμό. 
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1. Προφανώς αναφέρεται στο σημείο εκείνο tov Τίμαιου ὀποῦυ ε- 
κτίθεται ο τρόπος δημιουργίας της ψυχής (34c-36d) (Σ.τ.μ.) 

2. Ο αριθμός 5 σε όλους τοὺς πολλαπλασιασμούς με τον εαυτό TOD 
ἔχει πάντοτε το 2 va προηγείται tov τελευταίου ψηφίου: καὶ TO 
6 στοὺς πολλαπλασιασμούς με τον εαυτό του παρουσιάζει Ta 1, 
3, 5, 7, ή To 9 va προηγούνται Tov τελευταίου ψηφίου, όπως 
γίνεται φανερό στους ακόλουθους αριθμούς: 36, 216, 1296, 
7776, 46656, 279936, 1679616, κ.λπ. 


3. H αναλογία ἔχει οριστεί με περισσότερη ἀκρίβεια από τον 
Πρόκλο στο Υπόμνημα εἰς tov Πλάτωνος Τίμαιο ὡς ἡ ταυτό- 
τητὰ TOV λόγου καὶ ο πλέον ὑυπέροχος τῶν δεσμών. 

4. Σχετικά με αὐτούς τους τρεῖς μέσους, τον αριθμητικό, το γεωμε- 
τρικό καὶ τον αρμονικό, ο Πρόκλος oto Υπόμνημα εἰς τον 
Πλάτωνος Τίμαιο, σελ. 238, παρατηρεί ότι «έχουν σχέση μὲ τις 
τρεις κόρες της Θέμιδας, δηλαδή την Evvopia, τη Δίκη καὶ την 
Ειρήνη. Πράγματι, ο αριθμητικός μέσος σχετίζεται με την Er 
ρήνη, επειδή ὑπερβαίνει και υπερβαίνεται από μιὰ ion ποσότη- 
τα, TOV χρησιμοποιούμξε στις συναλλαγές μας κατά TOV καιρό 
τῆς εἰρήνης Kat μέσῳ αὐτού ομοίως τα στοιχεία βρίσκονται εν 
ηρεμία. Ο γεωμετρικός μέσος ἔχει σχέση με την Ευνομία ἡ δί- 
Kain νομοθεσία, την οποία ο Πλάτωνας ονομάζει και κρίση tov 
Δία, μέσω της οποίας TO σύμπαν κοσμείται με γεωμετρικές α- 
ναλογίες. O αρμονικός μέσος ἔχει σχέση με TH Δίκη ή Δικαι- 
οσύνη, μέσω της οποίας οἱ μεγαλύτεροι όροι ἔχουν ἕνα μεγαλύ- 
τερο, αλλά οι μικρότεροι ἕνα μικρότερο λόγο.» 

Ἐπίσης, 0 γεωμετρικός μέσος συμπεριλαμβάνει τοὺς ἄλλους δύ- 
ο. ἂς πάρουμε οποιουσδήποτε τρεῖς όρους με αριθμητική ανα- 
λογία, για παράδειγμα τοὺς 1, 2, 3, Kat ας προσθέσουμξ évav 


nN 
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14. 


15. 
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τέταρτο OPO LE TOV οποίο θα βρεθούν Kal οι τέσσερις σε YEW- 
μετρική αναλογία. Αὐτός ο τέταρτος όρος θα εἶναι το 6. Γιατί 
1:2 = 3:6. Αυτή ἡ αναλογία, επομένως, θα συμπεριλαμβάνει τόσο 
τὴν ἀριθμητική όσο καὶ την ἀαρμονική ἀναλογία, εφόσον τα 2, 3 
και 6 βρίσκονται σε αρμονική καὶ τα 1, 2, 3 σε ἀριθμητική ανα- 
λογία. 


. Ἔτσι 4 x 9 = 36, που εἶναι évac τετράγωνος αριθμός, ή 9 x 16= 


144, που είναι επίσης ένας τετράγωνος αριθμός. 


. Ἔτσι 2x4=8, ένας προμήκης αριθμός. Ἐπίσης to 6, που είναι 


ἕνας ετερομήκης αριθμός, πολλαπλασιαζόμενο μὲ το 9, ισούται 
ue το 54, έναν προμήκη αριθμό. 

Έτσι 8x27 = 216, ἕνας κυβικός αριθμός με ρίζα το 6. Επίσης, 
ὃ χ 64=512, ένας κυβικός αριθμός με ρίζα το 8. 


. Ἔτσι 2x8=16, που δεν είναι κύβος. Ἐπίσης, 6 x27=162, évac 


μη κυβικός αριθμός. 


. Ετσι 6x6=36, évac άρτιος αριθμός. Και 8x8=64, πάλι άρτιος 


αριθμός. 


. Ἔτσι 3 x 5 Ξ 15 και 7 x 9 = 63, ποὺ καὶ o1 δύο είναι περιττοί αριθ- 


μοί. 


. Ετσι 5x4=20 και 6x9=54, που καὶ ot δύο εἰναι άρτιοι αριθ- 


μοί. 


. Δηλαδή το ὃ ὑπερβαίνει το 6 κατά 2, το οποίο είναι το 1/3 του 6. 


Αλλά το 2 ὑπερβαίνει το ὃ κατά 4, το οποίο είναι το 1/3 tov 12 


(Σ τ μ.) 

O Τζορντάνο Μπρούνο ἔχει προσθέσει ακόμη μία OTIC ἀαναλο- 
γίες αὐτές, τὴν ἐνδέκατη. Αὐτή είναι όταν σε τρεῖς όρους, ο 
λόγος Tov μεγαλύτερου προς το μέσο OPO ᾿ισούται με το λόγο 
TS διαφοράς τῶν ἄκρων προς TH διαφορά τῶν μεγαλύτερων ό- 
plov όπως είναι στους 6, 4, 3. Διότι ο λόγος Tov 6 προς το 4 
τισούται με το λόγο της διαφοράς τοῦ 6 από το 3, δηλαδή Tov 3, 
προς TH διαφορά τοῦ 6 από το 4, δηλαδή προς το 2. 

Διότι το ὃ προς το 12, nov είναι δια πέντε, συντίθεται από 8 
προς 9 και 9 προς 12: έτσι ομοίως 6:9 = 6:8 + 8:9. 

Βλ. Θέων Σμυρναίος, Μαθηματικά, σελ. 67. 


16. 


17. 
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Διότι σε EVO τετράγωνο σχήμα, TO τετράγωνο της διαγωνίου εἰ- 
ναι δυο φορές το τετράγωνο της μιὰς από τις πλευρές του, από 
47.1. του Ευκλείδη. 


Ρητές ποσότητες είναι αὐτές που μπορούν va εκφραστούν είτε 
σε ακέραιους αριθμούς, είτε σε κλάσματα. 


«O Σκούτεν (Schooten) δίνει Tov παρακάτω πρακτικό κανόνα 
από τον Ντεκάρτ (Descartes) γιὰ τὴν εύρεση τῶν φίλιων αριθ- 
μών. ΥὙποθέσετε τον αριθμό 2, ή κάποια δύναμη του αριθμού 2, 
τέτοια που αν ἡ μονάδα αφαιρεθεί από καθεμία από αὐὑτές τις 
τρεις ἀακόλουθες ποσότητες, δηλαδή από το τριπλάσιο TOV ὑπο- 
θετικού αριθμού, από το εξαπλάσιο Tov ὑποθετικού καὶ από TO 
δεκαοκταπλάσιο TOV τετραγώνου Tov υὑποθετικού αριθμού, Ta 
τρία υπόλοιπα va είναι όλα πρώτοι αριθμοί. Xm συνέχεια, ο 
τελευταίος από τοὺς πρώτους αριθμούς πρέπει va πολλαπλα- 
σιαστεί με το διπλάσιο του υποθετικού ἀαριθμού καὶ το γινόμε- 
vo θα είναι ένας από τοὺς ζητούμενους φίλιους αριθμούς, ενώ 
TO ἄθροισμα τῶν υποπολλαπλάσιων μερών Tov Ba είναι ο GA- 
hoo». Μαθηματικό Λεξικό tov Χάτον (Hutton). 

Αὐτή επίσης είναι ἡ μέθοδος του Οζανάμ για την εύὐρεση τῶν 
φίλιων αριθμών, που ἔχουμε ήδη δώσει καὶ διευκρινήσει με πα- 
ραδείγματα. O «. Τζον Γκοχ (John Gough) δείχνει ότι αν ένα 
ζευγάρι φίλιων αριθμών διαιρεθεί με το μέγιστο κοινό διαιρέτη 
τους, και οι πρώτοι διαιρέτες τῶν πηλίκων αὐτών αὐξηθούν E¢- 
χωριστά κατά τη μονάδα, τὰ γινόμενα τῶν δύο συνόλων που 
αὐυξήθηκαν ἔτσι, θα είναι ίσα. 


19. Η πρόταση αυτή αποδόθηκξε stot βάσει tov αγγλικού κειμένου: 


20. 


"..when the revolutions of the heavenly bodies complete the 
periphery of their respective orbits, which are shorter, to the 
shorter lived, and contrary wise to such as are the contrary." To 
avtiotowo apyaio κείμενο είναι: «όταν περιτροπαί εκάστοις 
κύκλων περιφοράς συνάπτωσι, βραχυβίοις μεν βραχυπόρους, ε- 
ναντίοις δε ἐναντίας», το οποίο αποδίδεται: «όταν κάθε εἰδος 
τελειώνει Kat ξαναρχίζει τον κύκλο της εξέλιξης Tov που άλλο- 
τε είναι βραχύτερος Kol άλλοτε μακρότερος, ἀνάλογα LE TH 
διάρκεια ζωής του κάθε είδους» [Πολιτεία Πλάτωνα, πρόλογος 
Ευάγ. Παπανούτσος, μετάφραση Imav. Γρυπάρη]. (Σ τ.μ.) 


Xto σημξίο αὐτό ἡ μετάφραση ακολουθεί TO αγγλικό κείμενο. 
Στις ελληνικές μεταφράσεις που κυκλοφορούν ἡ συγκεκριμένη 
ημιπερίοδος αποδίδεται ὡς εξής: «... ἡ GAAN κατά τη μια φορά 
τῆς είναι ισομήκης, και κατά την GAAN προμήκης κι έτσι ἔχουμε 
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από το ένα μέρος EKATO φορές TO τετράγωνο τῶν ρητών διαγω- 
νίων του πέντε, ελαττωμένο κατά ἕνα, ή το τετράγωνο τῶν άρ- 
ρητῶν διαγωνίων, ελαττωμένο κατά δύο, από το άλλο πάλι μέ- 
ρος εκατό κύβους της τριάδας.» (Σ.τ.μ.) 


21. Βλέπε Κεφ. XXVIII tov ίδιου βιβλίου. 


22. Αγαθοί αριθμοί, σύμφωνα με τον Πλάτωνα, είναι αὐτοί που υ- 
πάρχουν πάντοτε κατά τον ίδιο τρόπο και διατηρούν μια τσότη- 
Ta τέτοιοι είναι οἱ τετράγωνοι ἀριθμοί που γεννιούνται από 
περιττούς γνώμονες καὶ τοποθετούνται από τον Πυθαγόρα στη 
σειρά τῶν πραγμάτων nov είναι αγαθά. Φαύλοι αριθμοί εἰναι 
OL ξτερομήκεις και Ol προμήκεις. Από αγαθούς λοιπόν αριθ- 
μούς αγαθοί αριθμοί παράγονται. Ἔτσι από το 3 πολλαπλασια- 
ζόμενο με τον ξαυτό του, O τετράγωνος αριθμός 9 παράγεται: 
από το 4, ο τετράγωνος 16: και από το 5, ο τετράγωνος 25, που 
ἐπίσης παράγονται από περίθεση περιττών γνωμόνων. Αλλά α- 
πό τον πολλαπλασιασμό Tov 3 Kat Tov 4, δηλαδή από τη συνέ- 
voon τοῦ αγαθού και του φαύλου, παράγεται το 12, ο οποίος 
είναι ετερομήκης αριθμός και επομένως φαύλος. To ίδιο καὶ σε 
άλλα παραδείγματα. 
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KE®AAAIO I 


H φιλοσοφική μέθοδος τῶν Πυθαγορείων 
- σχετικά μὲ τοὺς αριθμούς. 


Ο. Πυθαγόρειοι, παρακάμπτοντας Ta μονοπάτια τῶν αδα- 
OV και παραδίδοντας TH φιλοσοφία τοὺς με μυστικότητα 
σε εκείνους μονάχα που ήταν ἀάξιοι va τη λάβουν, την πα- 
ρουσίασαν σε αὐτούς με μαθηματικούς ὀόρους. Ἔτσι αποκά- 
λεσαν τις μορφές αριθμούς, επειδή πρόκειται για TA αρχικώς 
αποχωριζόμενα τμήματα pias αδιαίρετης μονάδας: διότι oL 
φύσεις που εἰναι ὑπεράνω μορφών, είναι ὑπεράνω διαχῶώρι- 
σμού΄. Το καθ' όλα τέλειο πλήθος τῶν μορφών, επομένοως, 
VIOOHAWOAV ἀσαφώς μέσω της δυάδας: αλλά υπέδειξαν πῶς 
Ol πρώτες μορφικές ἀρχές, που ὀρισαν ὡς μονάδα και δυά- 
δα, δεν είναι ἀριθμοί: ενώ ἡ πρώτη τριάδα και τετράδα είναι 
Ol πρώτοι αριθμοί, ἡ μία περιττή καὶ ἡ ἄλλη Gptia: με τὴν 
πρόσθεση όλων γεννιέται ἡ δεκάδα, καθώς το άθροισμα τῶν 
1, 2, 3 και 4, είναι δέκα. Πέρα από τους αριθμούς, σε δευ- 
τερογενείς και πολυποίκιλες ζωές, τὰ γεωμετρικά μεγέθη 
προηγούνται τῶν φυσικών επίσης, avéMEepav ότι οι ἀριθμοί 
είναι οι ουσιώδεις αἰτίες και αρχές αυτών. Θεώρησαν το ση- 
μεβίο ὡς αδιαίρετο από TH μονάδα, ενώ TH γραμμή ὡς το πρώ- 
to διάστημα που αποδίδεται στή δυάδα: κατ' ακολουθία, ἡ 
επιφάνεια συνδέεται με THV τριάδα καὶ το στερεό LE τὴν τε- 
τράδα. 

Ἐπίσης ονόμαζαν, σύμφωνα με TH μαρτυρία του Αριστο- 
τέλη, το πρώτο μήκος δυάδα: διότι δεν είναι ἁαπλώς μήκος, 
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αλλά TO πρώτο μήκος, VAOSNHA®VOVtTaS κατ' αὐτό TOV τρόπο 
τὴν αιτία' Κατά évav ὀμοιο τρόπο ονόμασαν TO πρώτο πλά- 
τος τριάδα και το πρώτο ὕψος τετράδα. Αναφέρθηκαν επί- 
σῆς στις βασικές αρχές όλης της ψυχικής γνώσης. TH διανοη- 
τική γνώση, βεβαίως, επειδή συνδέεται με την αδιάσπαστη 
ενότητα, TH συσχέτισαν με TH μονάδα ἀντίθετα την επιστη- 
μονική γνώση, επειδή εξελίσσεται kal προχωρά από την αι- 
TIA στο AITIATO μέσω τῶν σταθερών και ἀαμετάβλητων πραγ- 
μάτων, TH συσχέτισαν HE TH δυάδα και τή γνώμη HE τὴν τρι- 
ada, επειδή ἡ δύναμή της δεν κατευθύνεται πάντοτε στο ίδιο 
πράγμα, αλλά άλλοτε ρέπει προς THV αλήθεια και άλλοτε 
προς το λάθος. Συσχέτισαν δὲ την αἰσθησὴη με την τετράδα, 
διότι αυτή έχει ἀαντίληψη τῶν σωμάτων. Γιατί είναι γεγονός 
Tos στη δυάδα ὑπάρχει ένα διάστημα από TH μια μονάδα ὡς 
τὴν άλλη, ενώ στὴν τριάδα ὑπάρχουν δυο διαστήματα από TH 
μια μονάδα προς τις δπόμενες καὶ στὴν τετράδα Ὀπυπάρχουν 
τρία. Συσχέτισαν, επομένως, LE τις αρχές κάθε πράγμα yvo- 
στό, δηλαδή Ta όντα και τις γνωστικές δυνάμεις αὐτών. Δια- 
χώρισαν ὀμὼς Ta όντα, όχι σύμφωνα με το πλάτος, αλλά 
σύμφωνα HE TO ὕψος, OF νοητά, αντικείμενα της επιστήμης, 
ἀντικείμενα της γνώμης και αισθητά. Αντίστοιχα χώρισαν τη 
γνώση σε διάνοια, επιστήμη, γνώμη και αίἰσθηση. To άκρο 
επομένως τῆς νοητής τριάδας, ή το ίδιο το ζώο, όπως ονομά- 
ζεται από tov Πλάτωνα στον Τίμαιο, εκλαμβάνεται από το 
χωρισμό τῶν αντικειμένων γνώσης, εκδηλώνοντας TH νοητή 
τάξη στην οποία περιέχονται ot ίδιες οἱ μορφές, δηλαδή οἱ 
πρώτες μορφές και OL APYES τους, ἡ ιδέα του ίδιου του ένα, 
του πρώτου μήκους, που είναι ἡ ίδια ἡ δυάδα, καθώς Kal οι 
EEG TOD πρώτου πλάτους και TOV πρώτου ὕψους (διότι ο 
όρος πρώτος ταιριάζει σε όλα αὐτά), δηλαδή n ίδια ἡ τριά- 
ba καὶ ἡ τετράδα αντιστοίχος. 

Ou Πυθαγόρειοι και o Πλάτωνας δὲν ονόμασαν τὴν ιδέα 
από ένα πράγμα και τον ιδεατό αριθμό από ἕνα διαφορετι- 
KO. Εφόσον 0 ισχυρισμός ότι GAG Ta πράγματα μοιάζουν με 
τους αριθμούς είναι Kat’ εξοχήν αληθινός, εἰναι φανερό ότι 
ο ἀριθμός -και ιδιαίτερα κάθε ᾿τιδεατός ἀαριθμός- ονομάστη- 
Ke έτσι εξαιτίας της παραδειγματικής ιδιαιτερότητάς του. Av 
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όμως κάποιος θελήσει Va TO κατανοήσει αὐτό από την idta 
τὴν ονομασία, είναι εὔκολο va συμπεράνει ότι η ιδέα ονομά- 
otnkse έτσι εξαιτίας της όὀμοιας προς αὐτή αναπαράστασης 
τῶν συμμετεχόντων και της ἀπόδοσης σε αὐτούς μορφής, τά- 
Ens, ομορφιάς και ενότητας: καὶ αὐτό σε ακολουθία με τὴν 
αιώνια διατήρηση τῆς ίδιας μορφής, διευρύνοντας την ίδια 
τῆς TH δύναμη στο άπειρο τῶν μερικών και διερευνώντας HE 
to ίδιο είδος τα αιώνια συμμετέχοντα σε αὐτήν. Η ονομασία 
αριθμός δόθηκε επειδή παρέχει αναλογία Kat εὐρυθμη διά- 
ταξη σε όλα τὰ πράγματα, Σύμφωνα LE TH μαρτυρία του Συ- 
ριανού᾽ ot apyaiot ἀαπέδιδαν την ἔννοια συναρμόζωῳ Kal συν- 
θέτω με TO ρήμα αραρίσκω (ἀπρμφ. άρσαι), από το οποίο 
προέρχεται ο αριθμός. Οπότε ανάρσιον οι Ἕλληνες αἀποκα- 
λούσαν το ασύνθετο. Μάλιστα ὑπάρχουν και διάφορες ελλη- 
γικές ἐκφράσεις όπως, θα συναρμόσει TO ζυγό, ἔθεσαν TOV 
αριθμό μαζί τους και ἀριθμός καὶ φιλίας. Tia αὐτό to λόγο 
υἱοθέτησαν ot Ἕλληνες τὴν ονομασία αριθμός, καθώς με- 
τράει και θέτει σε κανονική διάταξη όλα Ta πράγματα, Kat 
TO EVOVEL OF φιλική συμμαχία. 


Ἐπιπλέον, κάποιοι από τοὺς Πυθαγόρειους πραγματεύθη- 
καν μόνο τους αδιαχώριστους αριθμούς, δηλαδή τους αριθ- 
μούς που δε διαχωρίστηκαν από τις επίγειες φύσεις, ενώ κά- 
ποιοι άλλοι αὐτούς που υφίστανται χωριστά από το σύμπαν, 
στους οποίους είἰδαν va περιέχονται ὡς υπόδειγμα εκείνοι O1 
ἀριθμοί που τελειοποιούνται από TH φύση. AAAOL, κάνοντας 
διάκριση ἀνάμεσα στοὺς δυο, ἀαφηγήθηκαν το δόγμα τους LE 
έναν περισσότερο σαφή Kal τέλειο τρόπο. Av είναι όμῶς α- 
ναγκαίο νὰ μιλήσουμε σχετικά με TH διαφορά αὐτών τῶν μο- 
νάδων και THV ἑλλειψη διαφοράς τοῦς, πρέπει νὰ πούμε ότι 
Ol μονάδες που ὑπάρχουν σε ποσότητα SEV πρόκειται LE κα- 
νένα τρόπο va επεκταθούν σε ουσιώδεις αριθμούς. Όταν ό- 
HOS ονομάζουμε ουσιώδεις αριθμούς τις μονάδες, πρέπει va 
βεβαιώσουμε ότι όλες τους anéyovv αμοιβαία μεταξύ τους 
εξαιτίας της ίδιας της διαφοράς και ότι στερούνται διαφο- 
pac εξαιτίας της ομοιότητας. Ἐίναι επίσης φανερό ότι αὐτές 
που ανήκουν στὴν ίδια τάξη, περιέχονται μέσω αμοιβαίας 
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OVYKPLONS περισσότερο στὴν ομοιότητα παρά om διαφορά, 
ενώ εκείνες που βρίσκονται σε διαφορετικές τάξεις, αναφέ- 
ρονται κυρίως στὴν ἀνομοιότητα μέσῳ τῆς κυριαρχίας της 
διαφοράς. 

Ἐπιπροσθέτως, ot Πυθαγόρειοι ισχυρίζονταν ότι ἡ φύση 
παράγει TA αἰσθητά από τους αριθμούς: αὐτοί dws οι αριθ- 
μοί δεν ήταν μαθηματικοί, αλλά φυσικοί Kat καθώς μιλού- 
σαν συμβολικά, δεν sivat απίθανο va εξηγούσαν κάθε ιδιό- 
THIA τῶν αισθητών με μαθηματικούς ὀόρους. Εν τούτοις, λέει 
ο Συριανός, το va θεωρήσουμε ότι ot Πυθαγόρειοι κατείχαν 
μόνο TH γνώση τῶν αϊσθητών αριθμών, δεν είναι μόνο γε- 
λοίο, αλλά και ἀσεβές. Διότι αὐτοί όντως ἔλαβαν από τη θε- 
ολογία του Ορφέα τις apyés τῶν νοητών και διανοητικών α- 
ριθμών, τους προσέδωσαν πλούσια ανάπτυξη και επέκτειναν 
τὴν επικράτεια τοὺς μέχρι Ta ίδια Ta αἰσθητά. Ἔτσι épetve 
χαρακτηριστικό τῶν Πυθαγορείων to ρητό, «όλα ta πράγ- 
ματα εξομοιώνονται μὲ tov αριθμόν. Tia αὐτό ο Πυθαγό- 
pac στον Ϊερό Λόγο λέει με σαφήνεια ότι «αριθμός εἰναι ο 
κυβερνήτης τῶν μορφών και τῶν ιδεών και είναι ἡ αἰτία θε- 
Ov και δαιμόνων». Ἐπίσης υποθέτει ότι για τον ἀρχαιότατο 
καὶ μὲ τέχνη κυβερνώντα 066, o αριθμός είναι ο κανόνας 
καὶ Oo τεχνικός λόγος, καὶ ἢ διάνοια καὶ ἢ μη παρεκκλίνου- 
σὰ ισορροπία τῆς σύνθεσης καὶ γένεσης όλων τῶν πραγμά- 
τῶν». (Αὐτός μεν Πυθαγόρας, ἐν τώ ιερώ λόγω, διαρρήδην μορφών 
καὶ ιδεών κράντορα τον αριθμόν ἔλεγεν είναι, και θεών και δαιμό- 
νῶν αίτιον καὶ τώ πρεσβυτάτω και κρατιστεύοντι τεχνίτη θεώ κανό- 
να, καί λόγον τεχνικόν, νοῦν τε και σταθμάν ακλινέσταταν τον αριθ- 
μόν υπείκε συστάσιος και γενέσεως TOV πάντων.) 


O Συριανός προσθέτει: «Kat ο Φιλόλαος διακήρυξε ότι o 
αριθμός είναι ο κυβερνών και αυτογέννητος δεσμός της αιώ- 
νιας διατήρησης τῶν επίγειων φύσεων». (Φιλόλαος δέ, THS τῶν 
κοσμικών αἰωνίας διαμονής την κρατιστεύουοαν καὶ αὐτογενή συ- 
νοχήν είναι ἀπεφήνατο τον αριθμόν.) «Και ο Ἵππασος, και όλοι 
εκείνοι που προορίζονταν για την πενταετή σιωπή, ονόμαζαν 
τον αριθμό όργανο του δημιουργού του σύμπαντος ικανό va 
κρίνει, και TO πρώτο παράδειγμα τῆς επίγειας δημιουργίας». 
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(OI δέ περίΊππασον akovopatikot είπον κριτικόν κοσμουργού θεού 
όργανον, και, παράδειγμα πρώτον κοσμοποιΐας.) Πώς θα ήταν δυ- 
νατόν επομένως VO μιλήσουν με τόσο θαυμάσια λόγια για 
τον αριθμό, av δε θεωρούσαν OTL κατέχει μια ουσία χωριστή 
από τις αισθήσεις και μια δημιουργική υπερβατικότητα, που 
είναι ταυτόχρονα και παραδειγματική; 


KE®AAAIO II 


Σχετικά μὲ τὸ μαθηματικό Kat to φυσικό αριθμό. 


Όπως σε κάθε πράγμα, συμφωνά με το δόγμα του Αρι- 
στοτέλη, ένα μέρος αντιστοιχεί στην ὕλη και ἕνα GAAO στη 
μορφή, ἔτσι και σε κάθε αριθμό όπως για παράδειγμα στην 
πεντάδα, Ol πέντε μονάδες της, δηλαδή ἡ ποσότητά τῆς, και 
ο ἀριθμός που είναι το ὑυποκείμενο συμμετοχής πηγάζουν α- 
πό τὴν ίδια TH δυάδα αλλά ἡ μορφή της, δηλαδή η ίδια ἡ 
πεντάδα, προέρχεται από TH μονάδα διότι κάθε μορφή εἰναι 
μια μονάδα και ενώνει την ὑυποκείμενη της ποσότητα. Η πε- 
ντάδα ἡ ίδια, ἐεπομένως, ὡς μονάδα, προερχόμενη από τὴν 
ἀαρχική μονάδα, αὐτή που κατατάσσεται ὡς ἡ ὕψιστη ἀρχή 
μετά TO άρρητο éva, συγκροτεί την πυποκείμενη ποσότητα 
τῆς, ἡ οποία είναι άμορφη, καὶ TH συνδέει μὲ τη δική της 
μορφή. Διότι ὑπάρχουν δύο αρχές μαθηματικών αριθμών 
στις ψυχές μας ἡ μονάδα, mov περικλείει μέσα της όλες τις 
μορφές TOV αριθμών και αντιστοιχεί με TH μονάδα στις δια- 
νοητικές φύσεις, και ἡ δυάδα, που είναι μιὰ γενεσιουργός 
ἀρχή ἀπειρης δύναμης Kal που -όντας ἡ εἰκόνα της ανεξά- 
ντλητης Kat νοητής δυάδας- καλείται αόριστη. Ἐνόσῳ αὐτή 
προχωρά σε όλα Ta πράγματα, δεν εγκαταλείπεται στὴν πο- 
psia της από TH μονάδα, αλλά εκείνο που αἀπορρέξι από TH 
μονάδα συνεχώς διακρίνει και σχηματίζει την απεριόριστη 
ποσότητα, δίνει ιδιαίτερο προορισμό σε όλες τις κανονικές 
προόδους της και ἀκατάπαυστα τις κοσμεί LE μορφές. Όπως 
ακριβώς στις εγκόσμιες φύσεις SEV ὑπάρχει τίποτε άμορφο, 
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οὔτε κανένα KEVO ἀνάμεσα OTA Eidn TOV πραγμάτων, ομοίως 
στο μαθηματικό αριθμό δεν ὑπάρχει ποσότητα μη αριθμητή, 
διότι ἔτσι ἡ μορφοποιητική δύναμη της μονάδας θα αφανιζό- 
ταν από τὴν αόριστη δυάδα, OVTE κάποιο ενδιάμεσο παρεμ- 
βαίνει otnv ἀκολουθία τῶν αριθμών και την καλώς διατεθει- 
μένη ἐνέργεια της μονάδας. 

H πεντάδα, επομένως, dev αποτελείται από ovoia Kal ι- 
διότητες, όπως ένας λευκός ἀνθρωπος: οὔτε από γένος και 
διαφορά, όπως 0 άνθρωπος και Ta δίποδα CHa ούτε από 
πέντε μονάδες που άπτονται μεταξύ τους, σαν ένα δεμάτι 
ξύλα: ovTE από πράγματα αναμεμιγμένα, σαν ένα ποτό 
φτιαγμένο από κρασί και μέλι: οὐτε από πράγματα που κα- 
τέχουν θέση, OTMS OL πέτρες που ME THV τοποθέτησή τους 
ολοκληρώνουν το σπίτι: οὔτε, τέλος, εἰναι σὰν Ta ἀαριθμητά 
πράγματα, διότι αυτά δεν είναι τίποτε άλλο από μερικά. AA- 
AG αὐτό δε συνεπάγεται πὼς οι ίδιοι OL ἀριθμοί, ἐπειδή απο- 
τελούνται από αδιαίρετες μονάδες, δὲν έχουν τίποτε άλλο ε- 
κτός από μονάδες (διότι το πλήθος τῶν σημείων σε συνεχή 
ποσότητα είναι αδιαίρετο, αὐτό όμως δε σημαίνει ότι ολο- 
κληρώνεται κάτι άλλο εκτός από τα ίδια Ta σημεία). Τούτο 
συμβαίνει επειδή ὑπάρχει κάτι σε εκείνους που αντιστοιχεί 
σε DAN και κάτι που αντιστοιχεί σε μορφή. Τέλος, όταν ενώ- 
νουμξ τὴν τριάδα με τὴν τετράδα, λέμε OTL φτιάχνουμε TO 
επτά. Ο ισχυρισμός όμως δεν είναι αληθινός: διότι μονάδες 
συνδεδεμένες HE μονάδες παράγουν πραγματικά το ὑυποκεί- 
μενο Tov αριθμού 7, αλλά τίποτε περισσότερο. Τότε ποιος 
προσδίδει τὴν ἑπταδική μορφή σε αὐτές τις μονάδες; Ποιος 
είναι επίσης που δίνει TH μορφή ενός κρεβατιού σε έναν a- 
ριθμό από κομμάτια ξύλου; Δεν είναι ἡ ψυχή του ξυλουργού, 
μέσω της τέχνης που αὑὐτός κατέχει, που δουλεύει το ξύλο 
ὥστε va λάβει τή μορφή ενός κρεβατιού, και δεν εἰναι ἡ ε- 
πιτήδεια προς το αριθμείν ψυχή, ἡ εμπεριέχουσα τη μονάδα 
ὡς σχέση αρχής, που δίνει μορφή Kat ὑπαρξη σε όλους τους 
αριθμούς; Αλλά ἡ διαφορά είναι πὼς ἡ τέχνη του ξυλουργού 
dev είναι EUMvTH σε εμάς και απαιτεί χειρωνακτική εργασία, 
διότι σχετίζεται με την αισθητή LAN, ενώ ἡ τέχνη του αριθ- 
μείν ενυπάρχει στή φύση μας. Είἰναι επομένως κτήμα όλων 
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TOV ανθρώπων και EXEL μια νοητική οὐυσία, τὴν οποία aAvTO- 
μάτως επενδύει μὲ μορφή. Αὐτό είναι που εξαπατά τὴν 
πλειοψηφία, ἡ οποία θεωρεί ότι ἡ επτάδα δεν είναι τίποτε 
άλλο εκτός από επτά μονάδες. Διότι ἡ φαντασία του αδαούς 
τὸ οποίος πρέπει πρώτα va δει ένα πράγμα αδιακόσμητο, EV 
συνεχεία την ἐπερχόμενη ενέργεια του διακοσμητή καὶ τελι- 
κά, πάνω από όλα, το ίδιο το πράγμα, τέλειο καὶ μορφοποιη- 
μένο- dev μπορεί va πεισθεί ότι αὐτό διαθέτει δύο φύσεις, 
μια ἀμορφη και μιὰ μορφική, και επιπλέον εκείνο που πέρα 
από αὐτά προσδίδει TH μορφή αλλά ισχυρίζεται ότι το υπο- 
κείμενο είναι ένα και χωρίς γέννηση. Γιὰ avtd, ίσως, ot ap- 
χαίοι θεολόγοι και o Πλάτωνας απέδωσαν παροδικές γεν- 
νήσεις σε πράγματα αγέννητα, ενώ OTA αἰωνίως κοσμούμενα 
και κανονικώς διευθετούμενα προσέδιδαν ἐλλειψη τάξης και 
διακόσμου: διέκριναν το εσφαλμένο και το απεριόριστο, 
προκειμένου VO καταφέρουν va οδηγήσουν τους ανθρώπους 
στή γνώση plas μορφοποιητικής και δρώσας αἰτίας. Eivat, 
επομένως, αναμφίβολα θαυμαστό το ότι παρόλο που επτά 
αισθητές μονάδες δεν υφίστανται ποτέ χωρίς την επτάδα, ἡ 
ἐπιστήμη πρέπει va τις διαχωρίζει, καθώς και το ότι οι πρώ- 
τες κατέχουν θέση υποκειμένου καὶ είναι ἀνάλογες μὲ τὴν 
ύλη, EVO ἡ EATASA αντιστοιχεί στο εἰδος καὶ TH μορφή. 
Ὅπως ὀταν TO νερό μετατρέπεται GE ἀέρα, TO νερό dE 
γίνεται ἀέρας ή υποκείμενο του αέρα, αλλά εκείνο που ήταν 
ὉὍὉποκείμενο TOD νερού γίνεται ὑυποκείμενο TOD ἀέρα, ομοίως 
όταν ένας αριθμός ενώνεται με έναν άλλο, ὀπῶὼς για παρά- 
δεῖγμα ἡ τριάδα με τη δυάδα, Ta είδη ή μορφές τῶν αριθμών 
δὲν αναμιγνύονται παρά μόνο στοὺῦς άυλους λόγους τους, ό- 
που παραμένοντας χωρισμένοι, ταυτόχρονα dev εμποδίζο- 
νται va δνωθούν, ενώ οι ποσότητες τῶν δύο αριθμών που 
τοποθετούνται μαζί, γίνονται το ὑυποκείμενο της πεντάδας. H 
τριάδα επομένως, είναι ένα, το ίδιο και ἡ τετράδα, ακόμη 
καὶ os μαθηματικούς αριθμούς: διότι μολονότι στην ἐννεάδα 
NH τον αριθμό εννέα, μπορείς va αντιληφθείς μία πρώτη, δεύ- 
τερὴ και τρίτη τριάδα, Ev τούτοις βλέπεις Eva πράγμα λαμ- 
βανόμενο τρεῖς φορές. Εν συντομία, στην evvedoa δεν υπάρ- 
χει τίποτε άλλο εκτός από TH μορφή τῆς εννεάδας στὴν πο- 
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σότητα ἐννέα μονάδων. Αλλά, εάν νοητικά διαχωρίσεις Ta 
ὉπὉποκείμενα της (διότι ἡ μορφή είναι αδιαίρετη), αμέσως Ba 
τῆς προσδώσεις μορφές TOV αντιστοιχούν στη διαίρεση της: 
διότι ἡ ψυχή μας dev αντέχει va βλέπει εκείνο που είναι ά- 
μορφο και ακόσμητο, ιδιαίτερα καθώς ἔχει TH δύναμη Va TO 
κοσμεί. 

Ons δε οι χωριστοί αριθμοί κατέχουν μια δημιουργική 
ή παραγωγική δύναμη, την οποία ο μαθηματικοί αριθμοί μι- 
μούνται, ομοίως ο αἰσθητός κόσμος περιέχει εἰκόνες εκεί- 
νῶν τῶν αριθμών με TOVG οποίους κοσμείται: ἔτσι ώστε όλα 
TO πράγματα vAGpPYovV σε όλα, άλλα στο καθένα με τον κα- 
τάλληλο τρόπο. Ο αισθητός κόσμος, επομένως, αποτελείται 
από άυλους και ενεργητικούς λόγους καὶ από αρχαιότερες 
αιτίες. Αλλά εκείνοι που από φόβο μήπως υποχρεωθούν va 
διπλασιάσουν Ta ίδια TA πράγματα δεν παραδέχονται ότι ἢ 
φύση ἡ ίδια είναι πλήρης παραγωγικών δυνάμεων, είναι ov 
ίδιοι που ἀπορούν πώς από πράγματα TOV στερούνται μεγέ- 
θους Kat βαρύτητας, συντίθεται μέγεθος και βαρύτητα av 
και ποτέ ὃε συντίθενται από πράγματα τέτοιου είδους που 
στερούνται βαρύτητας Kat μεγέθους, OMS Ta τμηματικά. To 
μέγεθος παράγεται από ουσιαστικά αδιαίρετο στοιχείο, εφό- 
σον ἡ μορφή και ἡ ὕλη είναι TA στοιχεία τῶν σωμάτων Kat 
ακόμη περισσότερο, παράγεται από εκείνες τις αληθινές αἱ- 
τίες που συναντώνται στοὺς δημιουργικούς λόγους και μορ- 
φές. Δεν είναι λοιπόν anapaitynto ὀόλες οι διαστάσεις και ό- 
AEG οι κινούμενες μάζες παράγονται από avtéc; Γιατί αλ- 
λιώς, εἰτε τα σώματα είναι AYEVVHTA όπως οι άυλες φύσεις, 
cite ta διαθέτοντα διαστήματα πράγματα doe θα ἔχουν δια- 
στήματα και θα εἰναι αἰτίες, site Ta διαιρετά θα είναι αδιαί- 
peta, site τὰ αισθητά θα είναι ta αντίθετά τους, δηλαδή 
πράγματα μη αισθητά και στερημένα επαφής. Πρέπει λοιπόν 
va συναινέσουμξ pe εκείνους που διαβεβαιώνουν ότι Ta 
πράγματα που κατέχουν μέγεθος παράγονται από τα αδιαί- 
peta. Ο Πυθαγόρειος Εύὐρυτος και οι οπαδοί του, θεωρώ- 
ντας τους αριθμούς εἰκόνες τῶν ίδιῶν τῶν πραγμάτων, ορ- 
θώς απέδωσαν ορισμένους αριθμούς σε ορισμένα πράγματα 
σύμφωνα HE THV ιδιαιτερότητα τους. ὥς συνέπεια αυτού sine 
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ότι ένας ιδιαίτερος αριθμός είναι To Oplo του φυτού Kal &- 
νας GAAos του ζώου: ακριβώς ὀπὼς ενός τριγώνου το όριο 
είναι το 6, ενός τετραγώνου το 9 και ενός κύβου το 8. Όπως 
Ο μουσικός δναρμονίζει TH λύρα του μέσω μαθηματικών α- 
ριθμών, κατά τον ίδιο τρόπο ἡ φύση μέσω τῶν δικών της φυ- 
σικών αριθμών διευθετεί TA πλάσματά τῆς με τάξη και Ta 
συνταιριάζει. 

Ott ot αριθμοί πράγματι μετέχουν στοὺς ουρανούς Kat 
ότι ὑπάρχουν ένας ἡηλιακός και ἕνας σεληνιακός αριθμός, εἰ- 
ναι φανερό ακόμη και σ' έναν τυφλό, όπως λέει ἡ παροιμία. 
Διότι ἡ ἐπάνοδος τῶν οὐυράνιων σωμάτων στὴν αρχική TOVG 
θέση (ἀαποκαταστάσεις) Sev Ba επιτυγχανόταν από τα ἰίδια 
πράγματα και κατά TOV ίδιο τρόπο, παρά μόνο αν ἕένας και ο 
ίδιος αριθμός siye κυριαρχία σε καθένα από αὐτά. Ora συ- 
νεισφέρουν στὴν κίνηση τῶν OVPAVIM@V σφαιρών και εμπε- 
ριέχονται στον τέλειο ἀαριθμό τους. Ὑπάρχει επίσης ένας ο- 
ρισμένος φυσικός αριθμός που αρμόζει σε κάθε ζώο. Διότι 
αὐτά που ανήκουν oto ίδιο είἰδος ὃε θα είχαν ta ίδια ὀργα- 
va, οὔτε θα έφταναν στην εφηβεία Kal Ta γηρατειά με TOV 
ίδιο περίπου τρόπο, οὔτε θα γεννούσαν, οὔτε το έμβρυο Ba 
ανατρεφόταν ή θα μεγάλωνε σύμφωνα HE κανονικές περιό- 
δους, εκτός καὶ αν κατανέμονταν από το ίδιο μέτρο της φύ- 
σης. Σύμφωνα επίσης με τους καλύτερους Πυθαγόρειους Kat 
τον ίδιο τον Πλάτωνα, ο αριθμός είναι ἡ αἰτία τῶν καλύτε- 
ρῶν και τῶν χειρότερων γεννήσεων. Av και ot Πυθαγόρειοι 
αναφέρονται στὰ τετράγωνα καὶ TOVG κύβους τῶν φυσικών 
αριθμών, δε θεωρούν ότι αὐτά αποτελούνται μόνο από μονά- 
δες, OMG ο ἀριθμός 9 και ο αριθμός 27, αλλά υποδηλώνουν 
μέσω AVTOV τῶν ονομάτων, λόγω ομοιότητας, την πρόοδο 
TOV φυσικών αριθμών OTIC γεννήσεις καὶ τὴν κυριαρχία τους 
σε αὐτές. Κατά ὀόμοιο τρόπο, μολονότι τοὺς ονομάζουν ίσους 
NH διπλάσιους, παρουσιάζουν την κυριαρχία καὶ TH συμφωνία 
TOV ιδεών με τοὺς αριθμούς αὐτούς. Συνεπώς, διαφορετικά 
πράγματα dé χρησιμοποιούν τον ίδιο αριθμό, εφόσον εἰναι 
διαφορετικά, οὔτε επίσης TA GLOLA πράγματα χρησιμοποιούν 
διαφορετικό αριθμό εφόσον εἰναι ὀμοια. 
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Ev συντομία, ot φυσικοί αριθμοί είναι μορφές της ὕλης 
κατανεμημένες σύμφωνα μὲ το ὑποκείμενο TOV τις λαμβάνει. 
Αλλά οι υλικές δυνάμεις είναι οἱ πηγές της EVMONS και τῆς 
μετατροπής σε σώματα. Διότι ἡ μορφή Kat ἡ δύναμη που 
προέρχεται από αὐτήν anoTEAOdV δυο διαφορετικά πράγμα- 
τα. Η μορφή n ίδια είναι πραγματικά αδιαίρετη και ουσιώ- 
δης: αλλά καθώς αναπτύσσεται και διογκώνεται, εκτοξεύει 
από μέσα της, σὰν pla ἐκρηξη, υλικές δυνάμεις, που είναι 
ορισμένες ποιότητες. Tia παράδειγμα, στή φωτιά ἡ μορφή 
και ἡ ουσία της είναι αδιαίρετες και είναι αληθινά ἡ εἰκόνα 
TS αἰτίας της φωτιάς: διότι στις διαιρετές φύσεις το αδιαί- 
psto ἔχει μια υπόσταση. Αλλά από TH μορφή που είναι α- 
διαίρετη στη φωτιά και που υφίσταται σε αὐτήν ὡς αριθμός, 
μια ETEKTAON της συνοδευόμενη από διάστημα πραγματοποι- 
citar γύρω από την VAN, από την οποία οι δυνάμεις της φω- 
τιάς εκτοξεύονται, όπως ζέστη ή ψύξη ή υγρασία, ή κάτι ἀλ- 
ho avtovd του είδους. Και αὐτές ot ποιότητες είναι πραγματι- 
κά ουσιώδεις, αλλά Sev εἶναι με κανένα τρόπο ἡ ουσία της 
φοῶτιάς. Γιατί ot ουσίες dev ἐκπορεύονται από τις ποιότητες, 
οὔτε ταυτίζεται ἡ ουσία pe τή δύναμη. Ὡστόσο το οὐυσιώδες 
προηγείται παντού της δύναμης. Από αὐτό που εἰναι ένα 
προέρχεται το πλήθος τῶν δυνάμεων, από εκείνο που εἰναι 
ακατανέμητο το κατανεμημένο, ακριβώς όπως πολλές ενέρ- 
γειες πηγάζουν από μια δύναμη. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο III 


Σχετικά μὲ τῇ μονάδα. 


Η μονάδα, καθώς μαθαίνουμε από τὰ αποσπάσματα του 
Νικόμαχου που διασώθηκαν από το Φώτιο, ονομαζόταν από 
τους Πυθαγόρειους νους, άρρεν Kat θήλυ, Θεός και κατά μί- 
a άἄποψη ύλη. Ἔλεγαν επίσης ότι αὐτή, ἡ οποία πράγματι 
συνέμιξε OAG TA πράγματα, εἰναι επιδεκτική καὶ χωρητική 
όλων τῶν πραγμάτων, είναι Χάος, σύγχυση, σύμμιξη, σκοτει- 
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νότητα, σκοτάδι, Eva χάσμα, ο Τάρταρος, n Στυξ και τρόμος, 
αμιγής, ἕνας υποχθόνιος βυθός, ἡ Λήθη, μια άἀκαμπτη παρθέ- 
voc, 0 Ἄτλας. Την ἀαποκαλούσαν επίσης ἄξονα, Ἥλιο, Πυρά- 
λιο, Μορφώ, πύργο tov Δία, σπερματικό λόγο και Απόλλω- 
να, προφήτη και αμφίλογο. 

Ooov αφορά τὴν πρώτη από τις ονομασίες, νοῦς, είναι 
προφανής ο λόγος που οι Πυθαγόρειοι ἀπεκάλεσαν TH μονά- 
δα ἔτσι, μια και OL μορφές ή ιτδέες αποκαλούνταν από αυ- 
τούς αριθμοί ὀπῶς λοιπόν ἡ μονάδα περιέχει μέσα τῆς τὴν 
αιτία τῶν αριθμών, έτσι ο νους είναι ἡ πηγή όλων τῶν ιδεών. 
Όπως επίσης ἡ μονάδα εμπεριέχει το πλήθος που αὐτή πα- 
ράγει και με το οποίο συμφωνεί, κατά TOV ίδιο τρόπο ο VOUG 
ἐμπεριέχει όλες τις μορφές που προέρχονται από αὐτόν και 
He τις οποίες είναι ισότιμος. Φαίνεται επίσης ότι ἀαποκάλε- 
σαν τῇ μονάδα appev και θήλυ, επειδή περιέχει εντός THS 
αιτιωδώς τον περιττό καὶ τον άρτιο, από τοὺς οποίους O 
πρώτος αντιστοιχεί στο ἀρσενικό καὶ ο δεύτερος στο θηλυ- 
KO" ή σύμφωνα LE τον ανώνυμο συγγραφέα TOV έργου Θεο- 
λογούμενα τῆς Αριθμητικής, ονομαζόταν ἔτσι διότι είναι TO 
σπέρμα όλων τῶν πραγμάτων. Ο Θέων ο Σμυρναίος μας πλη- 
ροφορξί ότι ο Αριστοτέλης, στὴν πραγματεία του περί τῶν 
Πυθαγορείων, ἔλεγε ότι «το ἕνα συμμετέχει και στις δύο αυ- 
τές φύσεις: γιατί προστιθέμενο στον περιττό παράγει τον ἀρ- 
τιο ἀαριθμό και προστιθέμενο στον άρτιο παράγει τον περιτ- 
τό αριθμό, κάτι που de θα μπορούσε va κάνει εάν δὲ συμμε- 
τείχε και στις δυο φύσεις». Προσθέτει επίσης ότι ο Αρχύτας 
συμφωνούσε με αὐτό. Εφόσον ο Θεός είναι ἡ αἰτία ὑπαρξης 
κάθε πλήθους, ο λόγος για τον οποίο ονόμαζαν TH μονάδα 
Θεό είναι προφανής. Επίσης σωστά την ονόμασαν «κατά 
μία ἄποψη vAn» καὶ όχι εντελώς DAN λόγω τῆς ομοιότητας 
τῆς προς τη θεότητα. Διότι ο Θεός είναι το πρώτο Kat ἡ VAN 
TO τελευταίο από Ta πράγματα Kat καθένα υφίσταται μέσω 
τῆς άρνησης όλων τῶν πραγμάτων. Tia αὐτό λέγεται ότι ἡ 
ύλη είναι ἀνομοίως ὀὁμοιὰα προς TH θεότητα. Είναι ὀμοια, ε- 
φόσον υπάρχει HEOW τῆς άρνησης όλων τῶν πραγμάτων. AA- 
AG εἰναι ἀνομοίως ὀμοια, επειδή ἡ θεότητα είναι καλύτερη 
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και πέρα από όλα Ta πράγματα, ενώ ἡ VAN εἰναι χειρότερη 
και κάτω από όλα TA πράγματα. 

Ομοίως ισχυρίζονταν ότι ἡ μονάδα πράγματι συνέμιξε ό- 
AQ TA πράγματα και ήταν επιδεκτική αὐτών, εξαιτίας της α- 
ναλογίας της προς TH θεότητα διότι όλα τα πράγματα συμμι- 
γνύονται ATO την ἀαἀνέκφραστη φύση της θεότητας Kal περι- 
λαμβάνονται σε αὐτή. Αλλά την ονόμασαν χάος λόγω τῆς ο- 
μοιότητας τῆς LE το άπειρο, γιατί το χάος, σύμφωνα LE TOV 
Πυθαγόρα᾽ είναι ἀανάλογο προς το άπειρο, μὲ τον ίδιο τρόπο 
Tov ο αἰθέρας αντιστοιχεί oto Opto. To όριο και To άπειρο 
είναι ot δυο μεγάλες ἀαρχές τῶν όντων αμέσως μετά TO ἀρρη- 
το. Γιὰ tov ίδιο λόγο τὴν ονόμασαν και χάσμα. Αλλά την 
αποκαλούσαν σύγχυση, σύμμιξη, σκοτεινότητα καὶ σκοτάδι, 
ἐπειδή στὴν AVEKOPAOTH APY, της οποίας είναι εἰκόνα, όλα 
τὰ πράγματα είναι κατά βάθος ένα χωρίς διαχωρισμό ή διά- 
κριση, ἐπειδή αὐτή είναι πάντα προ τῶν πάντων, και ὡς συ- 
νέπεια τῆς ενέλιξής τῆς σε ακατανότητα βάθη, καλύπτεται 
από ἀγνωώστη σκοτεινότητα καὶ σκοτάδι. Σύμφωνα μὲ όσα 
παραθέτει ο Δαμάσκιος om θαυμαστή χειρόγραφη πραγμα- 
τεία tov Απορίαι Kat Λύσεις Περί τῶν Πρώτων Αρχών, οι 
Αἰγύπτιοι δὲν ισχυρίζονταν τίποτε για τὴν πρώτη ἀρχή τῶν 
πραγμάτων, αλλά την εξυμνούσαν σαν ένα τρισάγνωστο σκο- 
τάδι που vmEpPaiver κάθε νοητική αντίληψη. (Ανυμνήκασιν 
πρώτην αρχήν σκότος ὑπέρ πάσαν νόησιν, σκότος άγνωστον, τρίς 
τούτο επιφημίζοντες.) Καθώς επίσης ο Τάρταρος ὑπάρχει στην 
άκρη του σύμπαντος σε μιὰ καθοδική σειρά, ἡ μονάδα είναι 
ανομοίως ὀὁμοιὰ προς TO άρρητο, το οποίο είναι το άκρο τῶν 
πραγμάτων σε μια ανοδική σειρά. Τὴν ἀαποκάλεσαν de Στύ- 
ya, λόγω τῆς ἀμετάβλητης φύσης της. Διότι ἡ Στυξ, κατά τὴν 
πρώτη της ὈὉυπόσταση, είναι ἡ aitia με την οποία οι θεϊκές 
φύσεις συγκρατούν μιὰν ἀμετάβλητη ταυτότητα ουσίας αὐτό 
είναι TO ANOKPVOO νόημα του μυθικού ισχυρισμού OTL οι Θε- 
οἱ ορκίζονται otn Στύγα, δηλαδή συνεχίζουν μέσω avTIS α- 
μετάβλητα το ίδιο. Η ονομασία τρόμος φαίνεται ότι προήλθε 
από THV αντίληψη ότι το άρρητο είναι τελείως ἀγνωστο και 
ασύνδετο HE TH φύση μᾶς, οπότε ἡ αἀντίληψη οποιουδήποτε 
αισθητού πράγματος αυτού του είδους συνοδεύεται από τρό- 
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po. Αμιγή, όμως, την ονόμασαν εξαιτίας της απλότητας της 
φύσης Tov άρρητου, ενώ υποχθόνιο βυθό λόγω του ἀαπροσμέ- 
τρήητου βάθους της, που είναι πέρα από κάθε γνώση. Ἐπειδή 
ἡ γνώση, ὡς προς το άρρητο -καθώς o Δαμάσκιος ὑυπέροχα 
παρατηρεί- επανακάμπτει στὴν άγνοια, ἡ μονάδα, ἡ οποία 
είναι εἰκόνα αὐτής, πολύ εύὐστοχα ονομάζεται Λήθη. Λόγω 
τῆς AYVOTHTAS της φύσης της ἡ μονάδα αποκαλείται ἀκαμπτη 
παρθένος. Τέλος, το άρρητο υποστηρίζει, συνδέει καὶ διαχω- 
ρίζει όλα Ta πράγματα: μυθολογική απεικόνιση αυτού είναι 
Ol στήλες του Ἄτλαντα, για αὐτό Nn μονάδα ονομάστηκε AT- 
λας. 

Εκτός από avtéc τις ονομασίες οι Πυθαγόρειοι αἀποκα- 
λούσαν TH μονάδα Απόλλωνα, καθώς πληροφορούμαστε από 
τον Πλούταρχο και τον Πλωτίνο επειδή στερείται πλήθους. 
Τὴν ονόμασαν επίσης Προμηθέα, σύμφωνα με τον ανώνυμο 
συγγραφέα τοῦ Θεολογούμενα τῆς Αριθμητικής, ἐπειδή av- 
τή μὲ κανένα τρόπο δὲ μετακινείται προς το προηγούμενο 
μέρος (από του πρόσω μηδενί τρόπω θείν): γιατί δεν υπάρχει 
τίποτε πέρα από το άρρητο. O ίδιος συγγραφέας μας πληρο- 
φορεί ότι την ἔχουν ονομάσει «ουσία, αἰτία της αλήθειας, 
απλό παράδειγμα, τάξη της συμφωνίας: ἀνάμεσα στο μεγα- 
λύτερο καὶ το μικρότερο TO ίσο' ἀνάμεσα OTH ἐνταση και τὴν 
ὕφεση TO μέσο: στο πλήθος το μέτριο: στο χρόνο το παρόν, 
το τώρα. Και εκτός αὐτών πλοίο, άρμα, φίλο, ζωή και εὐυτυ- 
χία». Διότι, όπως TO «ἕνα» εἰναι όλα Ta πράγματα πριν από 
όλα, αποτελεί πρωτίστως TO πλέον εξαίρετο τῶν πραγμάτων, 
αλλά Kat! αναλογία προς το ἕνα, χωρίς δηλαδή va ἀαποχωρξεί 
από THV ἄρρητη απλότητα της φύσης της. Ἐπίσης, την ονόμα- 
σαν μορφή, επειδή, ὀπὼς ο Σιμπλίκιος παρατηρεί (Υπόμνη- 
μα εἰς τὴν Αριστοτέλους Φυσικήν Ακρόασιν, Βιβλίο 1), ἡ 
μορφή περιγράφει και ορίζει κάθε πράγμα με το οποίο συ- 
νενώνεται. Την ονόμασαν και Πρωτέα, καθώς μας πληροφο- 
pet ο προαναφερόμενος ανώνυμος συγγραφέας, επειδή ε- 
μπεριέχει τις ιδιομορφίες OAV. τῶν πραγμάτων (οὐκ ἀπιθά- 
voc δέ και Πρωτέα προσηγόρευον αὑτήν, τον ἐν Αἰγύπτω πάμμορ- 
φον ήἤροα, τὰ πάντων ιδιώματα περιέχουσαν). Ἐπίσης, την ονόμα- 
σαν Δία, επειδή όπως είναι To ἕνα ἤ ἡ ἀρρητη ἀρχή τῶν 
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πραγμάτων προς όλους τοὺς άλλους από τοὺς Θεούς, ἔτσι 
είναι ο Δίας προς όλες τις μεταγενέστερες του θείες τάξεις, 
όπως θαυμάσια παρατηρεί ο Πρόκλος oto Περί τῆς κατά 
Πλάτωνα Θεολογίας, Βιβλίο 5. Ἐπίσης, την αποκάλεσαν 
Μνημοσύνη, με το όνομα της μητέρας τῶν Μουσών, επειδή, 
καθώς ot Μούσες γεννούν όλη τὴν ποικιλία τῶν λόγων από 
τους οποίους ο κόσμος εἰναι ὑπερπλήρης και εἰναι ot αιἰτίες 
τῆς τελειοποίησης Tov σύμπαντος, ἡ Μνημοσύνη θα εἰναι α- 
νάλογη προς το ένα, που είναι ἡ πηγή κάθε πλήθους. Μπο- 
pst επίσης va ειπωθεί ότι καθώς ἡ Μνημοσύνη είναι μνήμη 
καὶ ἡ μνήμη είναι σταθερότητα γνώσης, ἡ μονάδα ονομάστη- 
Ke ἔτσι, επειδή είναι ἡ εικόνα του ενός που είναι ἡ σταθερή 
ρίζα κάθε γνώσης και dAMV τῶν πραγμάτων. Thv αποκάλε- 
σαν Eotia, ή mvp στο κέντρο της γῆς, ἐπειδή, όπὼῶς ο Σιμπλί- 
κιος παρατηρεί (Υπόμνημα εἰς to Αριστοτέλους Περί Ov- 
ρανού, Βιβλίο 2), κατέχει δημιουργική δύναμη, τροφοδοτεί 
ολόκληρη τῇ YN από το κέντρο και διεγείρει οτιδήποτε είναι 
μέσα τῆς σε ψυχρή φύση, έτσι MOTE ὡς παραγοωγικό κέντρο, 
είναι ἀανάλογο προς το éva. 

Σχετικά μὲ αὐτή THV ονομασία, υπάρχει το ακόλουθο α- 
ξιόλογο ἀπόσπασμα TOV προαναφερόμενου ανώνυμου συγ- 
γραφέα: «Επιπλέον αὐτοί λένε ότι κάποιος πύρινος κύβος 
τῆς φύσης της μονάδας βρίσκεται περίπου στο μέσο τῶν τεσ- 
σάρων στοιχείων, του οποίου TH μέση θέση ο Όμηρος yvo- 
ριζε, όταν λέει: 


Τόσο κάτω από το αόρατο βασίλειο ρίχθηκε, 
600 ἡ YN ἀπέχει από τον αιθέριο κόσμο. 

O Εμπεδοκλής, o Παρμενίδης και σχεδόν οι περισσότε- 
ροι από τοὺς αρχαίους σοφούς φαίνεται ότι συμφωνούν σε 
αὐτά με τους Πυθαγόρειους: διότι λένε ότι ἡ φύση της μονά- 
δας, κατά τον τρόπο τῆς Eotiac, είναι εγκατεστημένη στο 
μέσο και για αὐτό διατηρεί αὐτή τὴ θέση σε τσορροπία». 
(Προς τούτοις φασί περί το μέσον τῶν τεσσάρων στοιχείων κείσθαι 
τινά εναδικόν διάπυρον κύβον, οὐ την μεσότητα της θέας εἰδέναι και 
Όμηρον λέγοντα 
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τόσον ἐνερθ' didoc, όσον ovpavds ἐστ' από γαίης. 


εοίκασι δὲ κατά γε ταύτα κατηκολουθηκέναι τοις Πυθαγορείοις, οἵ TE 
περί Ἐμπεδοκλέα kat Παρμενίδην, και σχεδόν ot πλείστοι TOV πάλαι 
σοφών, φάμενοι, τήν μοναδικήν φύσιν, Εστίας τρόπον, εν μέσω τδρύ- 
σθαι και διά τούτο ισόρροπον φυλάσσειν την αὑτήν ἐδραν».) 

Τέλος, αποκάλεσαν TH μονάδα πολυώνυμο -καθώς πληρο- 
φορούμαστε από τον Ησύχιο- και τούτο μὲ TH μεγαλύτερη 
ορθότητα, επειδή To άρρητο ένα, tov οποίου ἡ μονάδα εἰναι 
εικόνα, είναι τὰ πάντα προ τῶν πάντων. 


KE®AAAIO IV 


Σχετικά μὲ ty δυάδα. 


Ou Πυθαγόρειοι ἀποκαλούσαν τη δυάδα, όπως μαθαίνου- 
pe από το Νικόμαχο, «τόλμη, ύλη, αἰτία της ἀνομοιότητας, TO 
διάστημα ἀνάμεσα στο πλήθος Kat TH μονάδα. Αὐτή μόνο 
παράγει ἰσότητα από τη σύνθεση καὶ την ανάμιξη και εξαι- 
τίας avtod είναι επίσης ton. Αλλά ομοίως είναι άνιση, ελ- 
λιπής και αφθονία, και μόνον αὐτή είναι ἅμορφη, αόριστη, 
και ἀπειρη. Ἐπίσης, τούτη μόνη είναι ἡ ἀρχή και ἡ αἰτία του 
άρτιου, αλλά όμως δεν είναι ἀρτιάκις άρτια, οὔτε περισσάρ- 
τια, οὔτε αρτιοπέρισση. Αλλά πολλά από αυτά Ta πράγματα 
βρίσκονται κοντά στη φυσική ιδιομορφία της δυάδας. Εἰίναι 
ομοίως ἡ πηγή κάθε συμφωνίας και μεταξύ τῶν Μουσών εἰ- 
ναι ἡ Ἐρατώ. Eivat επίσης αρμονία, ὑπομονή καὶι ρίζα, ὀχι 
όμως κατά κάποια άποψη εν ενεργεία. Είναι επίσης δύναμη, 
Ol πρόποδες τῆς Ίδης HE άφθονες πηγές, μια κορυφή και ο 
Φάνης. Είναι επίσης Δικαιοσύνη καὶ Toc, Φύση και Ρέα, ἡ 
μητέρα του Δία και πηγή της διανομής. Ἐπιπλέον την ἀποκα- 
λούσαν Φρυγία, Λυδία, Δινδυμήνη, Δήμητρα και Ἐλευσίνια, 
Ἄρτεμη και Ἔρωτα, Δίκτυννα, Αερία, Αστερία, Δίσαμο Kat 
Ἐστώ. Ἐπίσης Αφροδίτη, Διώνη, Μυχία, Κυθέρεια, άγνοια, 


OEQOPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


ayévela, ψεύδος, διαφορά, αδιακρισία, διαμάχη, έριδα, Moi- 
pa και Θάνατο». 

Πριν, εν τούτοις, αναπτύξουμε avtés τις ονομασίες, είναι 
αἀπαραίτητο να παρατηρήσουμε σχετικά μὲ τη δυάδα ότι OL 
Πυθαγόρειοι, προτού αποδείξουν ότι το πλήθος υφίσταται 
στὰ νοητά, αναγκαστικά εξέτασαν τὴν aitia του πλήθους 
Tov υπάρχει εκεί. Βρήκαν λοιπόν ότι μεταξύ τῶν γενών τῶν 
όντων είναι ἡ διαφορά, ἡ οποία υφίσταται σύμφωνα με TO 
μὴ ον αλλά OTL ἀνάμεσα στις αἰτίες Kat! εξοχήν πρώτη εἰναι 
η αόριστη δυάδα. Ο Πυθαγόρας στον Iepd Λόγο, λέει ο Συ- 
ριανός, την ἀποκαλεί χάος καὶ TH συνδέει με TO νου, ονομα- 
σία που ο ίδιος ἀποδίδει OTH μονάδα, την πρώτη από τις δυο 
μεγάλες ἀαρχές᾽ μετά από το άρρητο ἕνα.. 

Η δυάδα είναι πράγματι παντού ἡ αἰτία του πλήθους, ε- 
φόσον παράγει πράγματα από TO ἕνα μὲ τις κατάλληλες δια- 
φορές τους. Αλλά εφόσον είναι μια ἀρχή, υπάρχει επίσης 
στις διάφορες τάξεις τῶν όντων μιὰ κατάλληλη μονάδα και 
βρίσκεται δυάδα σύμφυτη προς αὐτή, ἡ οποία γεννά ἕναν 
αριθμό κατάλληλο για αὑτή. 

Κάθε αριθμός υφίσταται από τούτες τις δύο apyxés, TH μο- 
νάδα καὶ TH δυάδα αλλά ο περιττός αριθμός χαρακτηρίζεται 
περισσότερο από την ιδιότητα της μονάδας, ενώ ο άρτιος α- 
πό την ιδιότητα της δυάδας. Στις γωνίες επίσης, ἡ ορθή yo- 
via. υφίσταται περισσότερο σύμφωνα προς TH μονάδα, ενώ H 
οξεία και ἡ αμβλεία σύμφωνα προς την αόριστη δυάδα, στην 
οποία ἡ ὈὉπεραφθονία και ἡ ἐλλειψη εἰναι καταφανείς. Από 
TO σχήματα, ομοίως, εκείνα που χαρακτηρίζονται από ισότη- 
τα, ταυτότητα και ομοιότητα έχουν μεγαλύτερη σχέση με TH 
μονάδα αλλά εκείνα στὰ οποία επικρατούν ἡ ανισότητα, ἢ 
διαφορά καὶ ἡ ἀνομοιότητα συνδέονται περισσότερο PE TH 
δυάδα. Ἐν συντομία, κάθε σχήμα υφίσταται από avtéc τις 
δύο αρχές, διότι ἡ σφαίρα, ο κύκλος, το ισόπλευρο τρίγωνο, 
TO τετράγωνο και ο κύβος, μετέχουν της δυάδας εξαιτίας της 
ποσότητας τοὺς και τῆς κατοχής διαστημάτων. Και πάλι, ο 
ξύλινος κορμός, οι βωμοί, τα σκαληνά τρίγωνα Kat Ta ορθο- 
γώνια συμφωνούν με TH μονάδα, από την οποία λαμβάνουν 
TO σχήμα τοῦς. 
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Ou Πυθαγόρειοι, λέει o Συριανός, εξέταζαν ta γεγονότα 
καὶ είδαν ότι οι ίδιες ἀαρχές είχαν ἀανάλογη ὉὙπόσταση σε αυ- 
τά: και ότι αυτά είχαν την κατάλληλη μονάδα Kat δυάδα, τὴν 
πρώτη OS αἰτία της ταυτότητας τοῦς, τη δεύτερη WS αἰτία της 
διαφοράς και του πλήθους. Ltovs φυσικούς επίσης λόγους, ή 
παραγωγικές σπερματικές αρχές, τοποθέτησαν αποτελεσμα- 
τικές αιτίες. Ὑπάρχει, επομένως, στή φύση μία παραγωγική 
ἀρχή που γεννά όλα Ta χρώματα και άλλη μία που πραγμα- 
τικά τελειοποιείται από αὐτήν, παράγουν όμως μαζί το πλή- 
θος και τὴν ποικιλία τῶν χρωμάτων αὐτές είναι ἡ μονάδα 
kat ἡ δυάδα τῶν χρωμάτων. Le GAAa επίσης γεγονότα, Ta 
οποία τελειοποιούνται μέσω τῶν φυσικών λόγων, θα βρε- 
θούν μια μονάδα και μια δυάδα ανάλογες προς αὑτά. 

Μετά από avtés τις εξηγήσεις, ας στρέψουμε την προσο- 
χή μας στις ονομασίες της δυάδας. Σχετικά με τὴν ονομασία 
τόλμη πληροφορούμαστε από τον ανώνυμο συγγραφέα ότι η 
δυάδα ονομάστηκε stot «επειδή αὐτή πρώτη αποχωρίστηκε 
τὴ μονάδα». Διότι όπως ἡ κάθοδος της ψυχής στο σώμα Kat 
N εγκατάλειψη από μέρους τῆς μιας νοητικής και θείας ζωής 
γιὰ μια παράλογη Kat θνητή κατάσταση ὕπαρξης, μπορεί va 
ονομαστεί τόλμη, καθώς είναι κατά κάποια ἁποψη απρεπής 
τόλμη, ἔτσι και όσον αφορά τὴν υπερβατική εξοχότητα της 
μονάδας: μια ἀαποχώρηση από αὑὐτήν, όπως από τον πατρικό 
βυθό Kat το άδυτον της θεόθρεπτης σιγής -όπως αποκαλεί- 
ται στοὺς Χαλδαϊκούς χρησμούς- μπορεί va ονομασθεί μετα- 
φορικά αυθάδες εγχείρημα. Αλλά η δυάδα ονομάστηκε ὕλη, 
ἐπειδή είναι ἀπροσδιόριστη και αἰτία όγκου Kat διαίρεσης, 
καθώς ο Σιμπλίκιος παρατηρεί στο Υπόμνημα εἰς τὴν Αρι- 
στοτέλους Φυσικήν Ακρόασιν. Και είναι ἡ αἰτία της αἀνομοι- 
ότητας, καθώς ὡς προς τὴν πρώτη υπόστασή TNS είναι το ά- 
MEIPOV, από TO οποίο εξαρτάται ἡ ἀνομοιότητα κατά τον (- 
διο τρόπο TOV ἡ ομοιότητα εξαρτάται από το όριο. Και είναι 
TO διάστημα ἀνάμεσα στο πλήθος καὶ TH μονάδα, επειδή δεν 
είναι ἀκόμη τέλειο πλήθος, αλλά είναι σὰν va το γεννά και 
σχεδόν va το ἀποκαλύπτει στο φως. Mia εικόνα αὐτού βλέ- 
πουμξ στη δυάδα της αριθμητικής. Διότι, καθώς ο Πρόκλος 
παρατηρεί θαυμάσια ota Σχόλια του στον 200 και σε άλλους 
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ορισμούς Tov πρώτου βιβλίου τῶν Στοιχείων tov Εὐυκλείδη: 
«Η δυάδα είναι το μέσο ἀνάμεσα στη μονάδα Kat τον αριθ- 
μό. Διότι ἡ μονάδα παράγει περισσότερα LE τὴν πρόσθεση 
παρά με τον πολλαπλασιασμό: ενώ αντίθετα ο αριθμός αυ- 
ξάνεται περισσότερο LE τον πολλαπλασιασμό παρά με τὴν 
πρόσθεση: Kat ἡ δυάδα, site πολλαπλασιαζόμενη με τον ε- 
αὐτό της, είτε προστιθέμενη με αὐτόν, παράγει ίση ποσότη- 
ta». Αποκαλούσαν επίσης τη δυάδα ton, επειδή, λέει ο ανώ- 
νυμος συγγραφέας, «δύο σὺν δύο ᾿ισούται με δύο επί δύο»: 
δηλαδή ἡ πρόσθεση Tov δύο στον εαυτό TOV ισούται LE TOV 
πολλαπλασιασμό TOD με τον EAVTO του. Αλλά είναι Avion, ελ- 
λιπής και αφθονία όπως παρατηρεί ο ίδιος συγγραφέας, 
σύμφωνα προς TH σύλληψη της ὕλης. Προσθέτει δε ότι οι 
Πυθαγόρειοι ονομάζουν την αόριστη δυάδα ὕλη, επειδή, ό- 
TOS τῆς ταιριάζει, στερείται μορφής, σχήματος καὶ συγκε- 
κριμένου ορισμού και περιορίζεται από TO λόγο και THV τέ- 
χνη. Ομοίως, εἶναι μόνη άμορφη, επειδή, όπως παρατηρξί o 
ανώνυμος συγγραφέας: «ATO το τρίγωνο και τὴν τριάδα πο- 
λυγωνικά σχήματα προβάλλουν εν ενεργεία επ' άπειρον α- 
TO TH μονάδα όλα TA σχήματα ὑπάρχουν ἀμέσως EV δυνάμει: 
αλλά από δύο πράγματα, site είναι ορθές γωνίες ή ευθείες 
γραμμές, ποτέ δεν μπορεί va συντεθεί ένα ευθύγραμμο σχή- 
μα»΄. 

Αλλά ἡ δυάδα ονομάστηκε απεριόριστη και αόριστη, ε8- 
πειδή στὴν πρώτη υπόστασή τῆς είναι άπειρο, επομένως δὲν 
έχει ἁρμόζον πέρας. Και καθώς αποδείξαμε ότι ονομαζόταν 
ton, dev είναι ἄξιον ἀπορίας ότι ονομάστηκε «ἡ αἰτία Tov 
άρτιου» και ἑπομένως ὡς αἰτία τούτου λεγόταν ότι δεν εἰναι 
οὔτε αρτιάκις άρτια, οὔτε περισσάρτια, οὔτε αρτιοπέρισση. 

Ἐπιπροσθέτως, τὴν αποκαλούσαν πηγή κάθε συμφωνίας, 
ἐπειδή ἡ δια πασών συμφωνία, που είναι ἡ αρμονικότερη, 
σχηματίζεται από λόγο δύο προς ένα. Ονομάστηκε δὲ Epa- 
τώ, «επειδή», λέει ο ἀνώνυμος συγγραφέας, «προσελκύει μέ- 
O® τοῦ EPOTA τὴν προχώρηση τῆς μονάδας ὡς μορφής, πα- 
ράγοντας ἔτσι τα υπόλοιπα αποτελέσματα» (την γάρ της μονά- 
δος, ὡς είδους πρόσοδον δι' ἔρωτα επισπωμένη, TA λοιπά αποτελέ- 
σματα γεννά). Oc πηγή κάθε συμφωνίας είναι φανερό γιατί ο- 
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νομάστηκε appovia. Αλλά ονομάστηκε υπομονή, επειδή, λέει 
ο ἀνώνυμος συγγραφέας, είναι TO πρώτο πλήθος που αντέχει 
ἤ υποφέρει τον ἀαποχωρισμό, δηλαδή διαχωρισμό από το ά- 
δυτο της μονάδας. Είναι επίσης ρίζα, αν Kat όχι κατά κά- 
ποιὰ ἄποψη sv δνεργεία, επειδή είναι ἡ μητέρα του αριθμού 
Tov γεννά, αλλά δεν είναι και αριθμός σε τέλεια ενέργεια. 
Ομοίως ονομάστηκε δύναμη, επειδή το πρώτο άπειρο είναι ἡ 
πρώτη δύναμη. Και είναι ot πρόποδες της Tog που ἔχουν 
άφθονες πηγές, επειδή αὐτή είναι n ρίζα του βασιλείου τῶν 
ιδεών, ή μια νοητική ovoia. Διότι ot πρόποδες ενός ὀρους 
είναι το ίδιο με τὰ ριζά αὐτού: Kat το όρος Ίδη, όπως ο 
Πρόκλος παρατηρεί στην Απολογία για tov Όμηρο, σημαί- 
νει το βασίλειο τῶν ιἰδεών. Ἐπίσης ονομάστηκε Φάνης, ή νο- 
ητό, επειδή είναι ἡ ἀπόκρυφη δύναμη αυτού. Γενικά, μπορεί 
va ξειπωθεί ότι είναι Δικαιοσύνη, σις, Φύση, Péa, K.Am., ε- 
πειδή, καθώς είναι θηλυκής φύσης, είναι ἡ πηγή όλων τῶν 
θεοτήτων που έχουν θηλυκά χαρακτηριστικά. Ομοίως, φαίνε- 
ται ότι ονομάστηκε Ἔρως για τον ίδιο λόγο για τον οποίο 
ονομάστηκε Ἐρατώ, επειδή δηλαδή επιθυμεί τὴν προσχώρη- 
on της μονάδας. Αλλά είναι άγνοια λόγω της ὑυπόστασης της 
ὡς ἀπείρου, για το οποίο ὑπάρχει πλήρης ἀγνοια. Τέλος εἰ- 
ναι αγένεια, ψεύδος, διαφορά, K.Am., καθώς είναι ο ηγέτης 
τῆς χειρότερης συνεργασίας τῶν πραγμάτων. 


KE®AAAIO V 


Σχετικά pe τὴν τριάδα. 


Ο Νικόμαχος, ota διασωθέντα από το Φώτιο ἀποσπάσμα- 
τὰ του, NMAPATHPEt σχετικά με TH τριάδα συμφωνώντας LE 
τους Πυθαγόρειους ta ἀκόλουθα: «H τριάδα είναι ο πρώτος 
περιττός αριθμός εν ενεργεία, είναι Oo πρώτος τέλειος αριθ- 
μός, είναι μέσο και αναλογία. Προκαλεί τη δύναμη της μο- 
νάδας να προχωρήσει σε ενέργεια και επέκταση. Αλλά είναι 
ἐπίσης ο πρώτος τῶν αριθμών και κυρίως σύστημα μονάδων. 
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Qs εκ τούτου, ot Πυθαγόρειοι συσχετίζουν αὐτόν tov αριθμό 
He TH φυσιολογία. Διότι ἡ τριάδα είναι ἡ αἰτία εκείνου που 
ἔχει τριπλές διαστάσεις, δίνει όριο στο ἄπειρο τῶν αριθμών, 
είναι όμοια και ἡ ίδια, ομόλογη και ορισμένη. Η τριάδα επί- 
ons είναι νους και είναι ἡ αἰτία καλής συμβουλής, νόηση Kat 
γνώση. Eivat επίσης ἡ κυριότερη τῶν αριθμών, ἡ διδάσκου- 
σα καὶ ἡ σύνθεση κάθε μουσικής. Ομοίως είναι ιδιαιτέρως η 
διδάσκουσα TH γεωμετρία, είναι αυθεντία σε οτιδήποτε αφο- 
ρά την ἀστρονομία, TH φύση και TH γνώση τῶν OVPAVLOV σω- 
μάτων, TA συνδέει και TA οδηγεί σε δράση. Ἐπίσης, κάθε a- 
pet εξαρτάται από αὐτόν τον αριθμό και προβάλλει από 
αὐτόν. XT συνέχεια, σχετικά με τις μυθολογικές ονομασίες 
της, εἰναι ο Κρόνος και ἡ Λητώ και το κέρας της Αμάλθειας. 
Είναι και ο Οφίων, ἡ Θέτις και ἡ Appovia, n Εκάτη, ἡ Ἐρα- 
va, και Χαρίτια και ἀνάμεσα otic Μούσες n Πολυμνία. Et- 
ναι επίσης Πλούτων και Λοξία, ἡ άρκτος και ἡ Ελίκη Kat o 
αστερισμός που ποτέ δὲ δύει στο BLOG. Eivat Δαματράμη 
και Διοσκορία, Μήτις και Τρίδυμος, Τρίτων και το τέλειο 
της θάλασσας, Τριτογένεια και Αχελώος, Ναίτις και Αγυιό- 
meCa, Κουρήτις και Κραταιής, Συμένια και γάμος, Γοργονία 
και Φορκία, Τρίσαμος και Λύδιος». 

Αὐτά αναφέρει ο Νικόμαχος. Ότι n τριάδα λοιπόν εἰναι 
O πρώτος ev ενεργεία περιττός αριθμός, θα γίνει φανερό α- 
TO τὴν παρατήρηση ότι εἰναι πράγματι ο πρώτος αριθμός: 
γιατί ο ἀριθμός αὐξάνεται περισσότερο με τον πολλαπλασια- 
σμό παρά με την πρόσθεση, όπως προηγουμένως παρατηρή- 
oape από τον Πρόκλο, και αυτό συμβαίνει με τὴν τριάδα, 
αλλά δε συμβαίνει με TH δυάδα καὶ TH μονάδα. Ότι εἰναι o 
πρώτος τέλειος αριθμός, γίνεται φανερό από το ότι, όπως ο 
Αριστοτέλης᾽ παρατηρεί, τρία πράγματα συγκροτούν ένα ό- 
λον και το όλον είναι τέλειο, καθώς ἔχει ἀρχή, μέσο και τέ- 
hoc. Αλλά ἡ τριάδα είναι μέσο και αναλογία, επειδή κάθε 
αναλογία αποτελείται από τρεῖς ὀρους τουλάχιστον και Ot 
αναλογίες καλούνταν από τους ἀρχαίους μέσα. Προκαλεί ε- 
πίσης th δύναμη της μονάδας va προχωρήσει σε ξνέργεια 
και δπέκταση, ἐπειδή ἡ μονάδα θεωρούμενη ὡς LN TPOYo- 
ρούσα είναι ἡ ὑπαρξη ή ἡ κορυφή της ουσίας, Kat είναι γό- 
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νιμη ὃν δυνάμει: και κατά τρίτον ἀποκαλύπτει μέσω τῆς €- 
νέργειας To πλήθος στο φῶς. OTL ἡ τριάδα είναι ἡ πρώτη 
τῶν αριθμών το ἔχουμε ήδη αποδείξει. Λεγόταν dE Kat σύ- 
στημα μονάδων, επειδή κάθε σύστημα ἔχει πρώτο, μέσο και 
τελευταίο. Παρέχει δε πέρας oto άπειρο του αριθμού, επει- 
δή είναι καθόλα τέλεια. Ἔτσι, από την καθόλα τέλεια φύση 
τῆς είναι ὀὁμοια και ίδια, ομόλογη και ορισμένη. ὥς ἐνέργεια 
επίσης, είναι νους: διότι ο νους είναι ἡ πρώτη ενέργεια. Εἰ- 
ναι ἡ αιτία καλής συμβουλής, νόηση καὶ γνώση, «ἐπειδή», 
όπως παρατηρεί ο ἀνώνυμος συγγραφέας, «οι ἄνθρωποι ορ- 
θώς χρησιμοποιούν τις παρούσες καταστάσεις, προβλέπουν 
αὐτές που εἰναι μελλοντικές και ἀποκτούν πείρα από τις πα- 
ρελθούσες». Είναι επίσης ἡ κυριότερη, επειδή είναι ἡ πρώτη 
τῶν αριθμών. Και είναι ἡ διδάσκουσα και ἡ σύνθεση κάθε 
μουσικής, επειδή ἡ αρμονία περιέχει THELG συμφωνίες, TH 
δια πασών, TH δια πέντε και TH δια τεσσάρων. Μπορεί ο- 
μοίως va ειπωθεί ότι εἰναι ιδιαιτέρως ἡ διδάσκουσα TH YEO- 
μετρία, επειδή το τρίγωνο είναι ἡ apy όλων τῶν σχημάτων. 
Σχετικά SE με THV αυθεντία της τριάδας σε οτιδήποτε αφορά 
τὴν ἀστρονομία, TH φύση και γνώση τῶν οὐυράνιων σωμάτων 
και ότι αυτή TA συνδέει και Ta οδηγεί σε δράση, αὐτό Ba 
γίνει φανερό με τὴν παρατήρηση ότι ὑπάρχουν τρεῖς τετρά- 
δες ουράνιων ζωδίων, δηλαδή ἡ απλανής, ἡ πλανώμενη και ἢ 
κοινή. Επίσης, os κάθε σημείο του ζωδιακού κύκλου υπάρ- 
χουν τρεῖς OWELG καὶ TPELG δεκανοί καὶ οι τρεις κυβερνήτες 
κάθε τριπλότητας. Και ανάμεσα otovg πλανήτες ὑπάρχουν 
τρεις μοίρες. Σύμφωνα με τοὺς Χαλδαίους επίσης, ὑπάρχουν 
τρεις αιθερικοί κόσμοι προηγούμενοι της σφαίρας τῶν απλα- 
νών. Και πληροφορούμαστε από τον ανώνυμο συγγραφέα ό- 
τι «κάθε μεταβίβαση θείων και θνητών φύσεων επιτελείται 
He τὴν εκπομπή, τὴν υὑποδοχή καὶ τὴν ανταπόδοση- οι αιθέ- 
ριες φύσεις κατά κάποιον τρόπο παράγουν ἡ περιοχή που 
περιβάλλει TH yy εἶναι κατά κάποιο τρόπο ο ὑποδοχέας και 
η αἀνταπόδοση συμβαίνει μέσω πραγμάτων που ἔχουν ενδιά- 
μεση υπόσταση». (Ότι και ή σύμπασα διεξαγωγή θείων τε καὶ θνη- 
TOV εκ τε προέσεως, και ὑυποδοχής, καὶ τρίτον ἀνταποδόσεως κρα- 
τύνεται, σπερμαινόντων μέν τρόπον τινά TOV αιθέριων, ὑυποδεχομέ- 
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νῶν ὃς ὠὡσανεί τῶν περιγείων, ανταποδόσεις δε διά TOV AVE μέ- 
σῶν τελουμένων»). 

Όσον αφορά τις μυθολογικές ονομασίες αὐτού Tov αριθ- 
μού, εφόσον κανένα διασωζόμενο συγγραφικό ἔργο δεν ἔχει 
ἀποκαλύψει TH μυστική σημασία τους, θα παρατηρήσω μονά- 
χα ότι οἱ διάφορες θεότητες που LE TA ονόματα τους δοξά- 
ζεται ἡ τριάδα, αναμφίβολα σχετίστηκαν με αὐτήν εφόσον 
καθεμία από avtés εἰναι τέλειας φύσης. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο VI 


Σχετικά μὲ τὴν τετράδα. 


Η τετράδα, όπως μαθαίνουμξ από το Νικόμαχο, ονομαζό- 
ταν από τους Πυθαγόρειους «to μέγιστο θαύμα, Θεός κατ' 
άλλον τρόπο (από την τριάδα), πολύμορφη, ή μάλλον κάθε 
θεότητα. Είναι επίσης ἡ πηγή τῶν φυσικών αποτελεσμάτων 
και ο κλειδούχος της φύσης. Είναι ἡ εισάγουσα και ἡ αἰτία 
τῆς σύστασης και μονιμότητας τῶν μαθηματικών επιστημών. 
Είναι ομοίως ἡ φύση του Aiodov, είναι Ηρακλής και ανύψω- 
On, ἢ πιο ρωμαλέα, αρσενική και ἀρρενωπή. Eivat o Ερμής 
και ο Ἤφαιστος, Βάκχος και Σωρίτις, Μαιαδεύς ή Μαιάδης. 
Διότι ἡ τετράδα είναι ο γιος της Μαίας, δηλαδή της δυάδας. 
Είναι επίσης Εριούνιος, Σώκος, και Διόσκουρος, Βασσαρέ- 
ὧν και Διμήτωρ, έχοντας για μητέρα της τη δυάδα. Eivat ε- 
πίσης θηλυκής μορφής, είναι AITLATH της ἀρρενωπότητας Kat 
διεγείρει βακχική μανία. Ομοίως εἶναι Αρμονίτα ή Αρμονία, 
και ἀνάμεσα στις Μούσες, ἡ Ουρανία». 

Όσον αφορά την πρώτη από avtés τις ονομασίες, «το μέ- 
yloto θαύμα», είναι avayKaio va παρατηρήσουμε ότι ἡ τε- 
τράδα στὴν πρώτη τῆς ὈὉπόσταση είναι To ἄκρο τῆς νοητής 
τριάδας, που ονομαζόταν από τον Ορφέα Φάνης και Mpwto- 
γενής kat από τον Πλάτωνα αὐυτόζωον (ἀαφ' ἐαυτού υπάρχον). 
XE αὐτήν περιέχονται OL πρώτες ιδέες όλων τῶν πραγμάτων. 
Και, όπως πληροφορούμαστε από τον Πρόκλο, είναι ἡ πρώ- 
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TH ρητή θεότητα, όλα πέραν αυτής εἰναι τελείως Appynta. E- 
Tol, όλες οι νοητές τάξεις τῶν Θεών, λέγεται από τον Op- 
φέα, ἔχουν μείνει έκθαμβες βλέποντας αὐτή τη θεότητα va 
ἀποκαλύπτει τον εαὐτό TG στο φῶς μέσα από μυστική και 
άφατη σιωπή. 


Θαύμαζον καθορώντες εν αἰθέρι φέγγος άελπτον, 
τῶ μεν απέστιλβε χρόος αθανάτοιο φάνητος. 


(Πρόκλου, Βιβλ. 2, Υπόμνημα εἰς τον Πλάτωνος Τίμαιον) 


Έτσι σὰν pia εκθαμβωτική, θαυμαστή και ἀαπροσδόκητη 
θεότητα, ἡ τετράδα μπορεί va ειπωθεί μυθολογικά ότι εἰναι 
το μέγιστο θαύμα. Eivat δε Θεός κατ' ἄλλον τρόπο από τὴν 
τριάδα, επειδή στην τριάδα γίνεται ορατό το πρώτο τέλειο, 
αλλά στην τετράδα όλες οι εγκόσμιες φύσεις συμπεριλαμβά- 
νονται σύμφωνα LE THV ALTLOTHTA της αρχής. Ομοίως, επειδή 
η φύση της περιλαμβάνει Ta πάντα, είναι πολύμορφη, ή μάλ- 
λον, κάθε θεότητα. Όπως επίσης, επειδή αὐτή αἰτιατός πε- 
ριέχει όλες τις εγκόσμιες φύσεις, μπορεί πολύ ορθώς va ο- 
νομαστεί ἡ πηγή τῶν φυσικών ἀποτελεσμάτων. Ἐπιπλέον, ε- 
πειδή αὐτή ανοίγει και κλείνει τις ἐσοχές της γέννησης, ονο- 
μάζεται, όπως παρατηρεί ο ανώνυμος συγγραφέας, ο κλει- 
δούχος τῆς φύσης, καθώς επίσης είναι ἡ μητέρα τῶν Θεών, 
που αναπαρίσταται pe ἕνα κλειδί. Αλλά είναι ἡ εισάγουσα 
και ἡ αιτία της σύστασης και μονιμότητας τῶν μαθηματικών 
επιστημών, επειδή αὐτές είναι τέσσερις στον αριθμό, αριθ- 
μητική, γεωμετρία, μουσική και ἀστρονομία και επειδή οι 
πρώτοι ἀριθμοί Kat οι πρώτες μορφές υφίστανται στη νοητή 
τετράδα. Ομοίως λέγεται ότι είναι ἡ φύση Tov Αίολου εξαι- 
τίας της ποικιλίας τῶν ιδιομορφιών της, σύμφωνα μὲ τον α- 
νώνυμο συγγραφέα, και επειδή χωρίς αὐτήν θα ήταν αδύνα- 
τον VO υφίσταται ἡ εὔτακτος καὶ συμπαντική κατανομή τῶν 
πραγμάτων. Σχετικά με τις άλλες ονομασίες της τετράδας, 
αφενός επειδή ο Μεούρσιους oto ἔργο tov Πυθαγορικός. 
Δεκαδικός δὲν ἐδῶσε παρά λίγα ἀποσπάσματα από τον α- 
νώνυμο συγγραφέα, μολονότι ἡ πραγματεία του ομολογουμέ- 
vos περιέχει εξήγηση αὐτών TOV ονομάτων, αφετέρου επει- 
δή δὲν μπορώ va Bpw τκανοποιητική ανάπτυξη αὐτών σε κα- 
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véva apyaio συγγραφέα, εξαιρουμένης της ονομασίας Appo- 
via, d¢ θα επιχειρήσω κάποια διασαφήνισή τους. Η τετράδα 
πολύ ορθώς ονομαζόταν από τους Πυθαγόρειους αρμονία, ε- 
πειδή ο λόγος τέσσερα προς ένα σχηματίζει TH συμφωνία δις 
δια πασών. 

Αποκάλεσαν επίσης τὴν τετράδα πρώτο ὕψος, επειδή 
θεωρούσαν το σημξίο ανάλογο προς TH μονάδα, TH γραμμή 
προς TH δυάδα, την επιφάνεια προς τὴν τριάδα, καὶ TO στε- 
peo προς τὴν τετράδα. Ομοίως την ονόμασαν δικαιοσύνη, ε- 
πειδή, όπῶς πληροφορούμαστε από τον Αλέξανδρο τον Α- 
φροδισιέα (Υπόμνημα εἰς Αριστοτέλους ta Μετά τὰ Φυσι- 
κά, Κεφ. 5), θεωρούσαν ότι το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της 
δικαιοσύνης είναι ἡ επανόρθωση καὶ ἡ ᾿τσότητα ανακαλύ- 
πτοντὰας ἑπομένως ότι αὐτό Ὀυπάρχει στους αριθμούς, είπαν 
ότι ο πρώτος αρτιάκις άρτιος αριθμός είναι δικαιοσύνη. Διό- 
τι βεβαίωναν ότι εκείνο mov είναι πρώτο σε πράγματα που 
ἔχουν την ίδια σχέση, είναι κύρια εκείνο που λέγεται πῶς 
vmapyet. Και ἡ τετράδα είναι αυτός ο ἀριθμός, επειδή, εφό- 
σον αὐτή εἶναι το πρώτο τετράγωνο, διαιρείται σε άρτιους 
αριθμούς και είναι dptia. Ἐπίσης, ἡ τετράδα ονομαζόταν α- 
πό τοὺς Πυθαγόρειους «πας αριθμός», επειδή συμπεριλαμ- 
βάνει μέσα της όλους τους αριθμούς μέχρι TH δεκάδα καὶι TH 
δεκάδα την td1a διότι το άθροισμα τῶν 1, 2, 3 Kar 4, εἰναι 
10. Για αὐτό, τόσο ἡ δεκάδα όσο και ἡ τετράδα ονομάζονταν 
από αὐτούς «mac αριθμός», ἡ δεκάδα εν Evepysia καὶ ἡ τε- 
τράδα εν δυνάμει. Ομοίως, το ἀθροισμα αὐτών τῶν τεσσά- 
pov αριθμών συνέθετε τὴν τετρακτύν, στην οποία περιλαμ- 
βάνονται όλες οι αρμονικές αναλογίες. Διότι το 4 προς 1, 
που είναι τετραπλός λόγος, σχηματίζει, OMG ἔχουμε ήδη πα- 
ρατηρήσει, TH συμφωνία dic δια πασών ο λόγος Tov 3 προς 
το 2, που είναι ημιόλιος, σχηματίζει TH συμφωνία δια πέντε 
0 λόγος 4 προς 3, που είναι επίτριτος, TH συμφωνία δια τεσ- 
σάρων και αὐτός του 2 προς 1, TOV εἰναι διπλάσιος λόγος, 
σχηματίζει TH συμφωνία δια πασών. 

Ἐπειδή οι Πυθαγόρειοι τιμούσαν ιδιαίτερα τὴν τετρα- 
κτύν, είναι σωστό va αναφερθούμε σε αὐτή ALO διεξοδικά 
καὶ γιὰ το λόγο αὐτό va δείξουμε, βασιζόμενοι oto Θέωνα 
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TO Luvpvato’ πόσες τετρακτύες ὈὉυπάρχουν: «H τετρακτύς», 
λέει αὐτός, «δεν ήταν μόνον πρωτίστως τιμώμενη από τους 
Πυθαγόρειους, επειδή όλες οἱ συμφωνίες εμπεριέχονται σε 
αὐτήν, αλλά επειδή επίσης φαίνεται va περιέχει TH φύση ό- 
AOV τῶν πραγμάτων». Γιὰ αὐτό Kat ἡ ἀκόλουθη φράση ήταν 
0 όρκος τους: «Όχι, μα αὐτόν που παρέδωσε στὴν ψυχή μας 
τὴν τετρακτύν, ἡ οποία περιέχει THV πηγή και ρίζα της αιώ- 
νιας φύσης». Και με «αὐτόν που παρέδωσε τὴν τετρακτύν» 
evvoovv τον Πυθαγόρα διότι το δόγμα που σχετίζεται με 
αὐτήν, φαίνεται ότι υπήρξε δική του επινόηση. Η προανα- 
φερθείσα τετρακτύς, επομένως, φαίνεται στή σύνθεση τῶν 
πρώτων αριθμών 1, 2, 3, 4. Αλλά η δεύτερη τετρακτύς προ- 
κύπτει από την αὐξηση μέσω πολλαπλασιασμού τῶν ἀρτιων 
και περιττών αριθμών ξεκινώντας από τη μονάδα. Από av- 
τούς ἡ μονάδα θεωρείται πρώτος, επειδή, ὀπὼς ἔχουμε ήδη 
παρατηρήσει, είναι ἡ ἀρχή όλων τῶν άρτιων, περιττών και 
αρτιάκις APTLAV αριθμών καὶ ἡ φύση αὑτής είναι απλή. Αλλά 
Ol τρεις ἑπόμενοι αριθμοί λαμβάνουν τη σύνθεσή τους σύμ- 
φῶνα HE τον άρτιο και τον περιττό: επειδή κάθε αριθμός δεν 
είναι μόνο άρτιος, OVTE μόνο περιττός. Apa, Ol άρτιοι και OL 
περιττοί μετέχουν σε δυο τετρακτύες, σύμφωνα με τον πολ- 
λαπλασιασμό: πραγματικά, οι άρτιοι με ἕνα λόγο δυο προς 
ένα, εφόσον το 2 είναι ο πρώτος από τοὺς άρτιους αριθμούς 
και αὐξάνεται από TH μονάδα με διπλασιασμό. Αλλά ο πε- 
ριττός αριθμός αὐξάνεται με ένα λόγο τρία προς ένα, εφό- 
σον το 3 είναι ο πρώτος από τους περιττούς αριθμούς και 
αὐξάνεται από TH μονάδα με τριπλασιασμό. Ἐπομένως, ἡ μο- 
vada είναι κοινή και στοὺς δυο αὐτούς, καθώς είναι ἡ ίδια 
ἄρτια και περιττή. Ο δεύτερος όμως αριθμός στοὺς άρτιους 
και διπλάσιους αριθμούς είναι το 2: και στους περιττούς και 
τριπλάσιους το 3. Ο τρίτος στους άρτιους αριθμούς είναι το 
4 και στοὺς περιττούς είναι το 9: ο τέταρτος στοὺς άρτιους 
αριθμούς είναι το ὃ και στοὺς περιττούς είναι το 27. 


ee ees 
1, 3, 9, 27 
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Στοὺυς αριθμούς αὐτούς βρίσκονται ot τελειότεροι λόγοι 
συμφωνιών σε αυτούς επίσης, συμπεριλαμβάνεται ο τόνος. 
Η μονάδα όμως περιέχει τὴν παραγωγική apy Tov σημείου. 
Ou δεύτεροι αριθμοί 2 και 3 περιέχουν τὴν ἀρχή τῆς πλευ- 
ράς, εφόσον είναι ασύνθετοι και πρώτοι, ἔχουν διαιρέτη TH 
μονάδα Kat εκ φύσεως μετρούν μια ευθεία γραμμή. Ot τρίτοι 
όροι 4 και 9 είναι ev δυνάμει μια τετράγωνη επιφάνεια, εφό- 
σον είναι ιτσάκις ίσοι΄΄. 

Και ot τέταρτοι όροι ὃ και 27 εἰναι εν δυνάμει κύβοι, κα- 
θώς είναι ιτσάκις τσάκις ίσοι΄. Ἔτσι, από αὐτούς τους αριθ- 
μούς και αυτήν την τετρακτύν, ἡ αὐξηση λαμβάνει χώρα από 
ένα σημείο προς ένα στερεό. Διότι ἡ πλευρά EETAL του ση- 
μείου, ἡ επιφάνεια της πλευράς καὶ TO OTEPEO τῆς επιφά- 
νειας. Από τοὺς αριθμούς αὐτούς συνιστά την ψυχή o Πλά- 
τῶνας στον Τίμαιο. Ο τελευταίος από αὐτούς τους επτά α- 
ριθμούς, δηλαδή το 27, ισούται με όλους τους αριθμούς που 
προηγήθηκαν αυτού: διότι 1+2+3+4+8+9=27. Ὑπάρχουν 
επομένως SvO τετρακτύες αριθμών, ἡ μία μέσω πρόσθεσης 
καὶ ἡ ἄλλη μέσω πολλαπλασιασμού, οι οποίες περικλείουν 
μουσικούς, γεωμετρικούς Kal αριθμητικούς λόγους, από τους 
οποίους συνίσταται ἡ αρμονία TOD σύμπαντος. 

Η τρίτη τετρακτύς είναι εκείνη που σύμφωνα us την ίδια 
αναλογία συμπεριλαμβάνει ty φύση κάθε μεγέθους. Γιατί 
όντι ήταν ἡ μονάδα στην προηγούμενη τετρακτύν, είναι TO 
σημείο σε αὐτήν ὀ.τι ήταν στὴν προηγούμενη τετρακτύν οἱ 
αριθμοί 2 και 3, mov είναι εν δυνάμει ἡ πλευρά, είναι ta 
επεκτεινόμενα είδη μιὰς γραμμής, ἡ κυκλική και ἡ ευθεία, 
σε αὐτήν την τετρακτύν. Πραγματικά, ἡ εὐυθεία γραμμή υφί- 
σταται σε συμφωνία με τον άρτιο αριθμό, εφόσον ορίζεται" 
από δυο σημεία: ενώ ἡ κυκλική, σε συμφωνία LE τον περιττό 
αριθμό, επειδή KATAVOEITAL ὡς μιὰ γραμμή που δεν ἔχει τέ- 
hoc. Αλλά αὐτό που στην προηγούμενη τετρακτύν ήταν OL τε- 
τράγωνοι αριθμοί 4 και 9, είναι σε αὐτήν ta δυο είδη τῶν 
επιφανξειών, TO ευθύγραμμο και το κυκλικό. Kat ό,τι ήταν 
στὴν προηγούμενη ot κύβοι αριθμοί 8 και 27, ο ἕνας όντας 
άρτιος και ο ἄλλος περιττός αριθμός, είναι σε αὐτή τὴν τε- 
τρακτύν TA δυο στερεά, που το Eva ἔχει κοίλη επιφάνεια, 


258 


BIBAIO TPIA 


όπως ἡ σφαίρα Kat ο κύλινδρος, Kal TO GAAO επίπεδη επιφά- 
vela, όπως ο κύβος και ἡ πυραμίδα. Αὐυτή είναι ἡ τρίτη τε- 
τρακτύς, που ολοκληρώνει κάθε μέγεθος, από To σημείο, TH 
γραμμή, THV επιφάνεια και TO OTEPEO. 

Η τέταρτη τετρακτύς εἰναι αὐτή τῶν ἀαπλών σωμάτων, της 
φωῶτιάς, TOD ἀέρα, του νερού και τῆς γήης, τὰ οποία ἔχουν 
αναλογία σύμφωνα με αριθμούς. Διότι αὐτό που ἡ μονάδα 
ήταν στην πρώτη τετρακτύν, είναι ἡ φωτιά σε αὐτήν. H δυά- 
da είναι ἀέρας. Η τριάδα είναι νερό. Και ἡ τετράδα εἰναι 
yn. Διότι αὐτή είναι ἡ φύση τῶν στοιχείων σύμφωνα με τὴν 
APALOTHTA και πυκνότητα τῶν μερών. Η φωτιά ἔχει προς TOV 
aépa το λόγο tov | προς 2, προς το νερό το λόγο προς 3 
και προς TH γῆ το λόγο | προς 4. Υπό άλλες θεωρήσεις εἰναι 
ἐπίσης ανάλογα μεταξύ τους. 

Η πέμπτη τετρακτύς είναι τῶν σχημάτων τῶν απλών σω- 
μάτων. Διότι πράγματι ἡ πυραμίδα είναι το σχήμα της QO- 
τιάς, TO οκτάεδρο του ἀέρα, το εικοσάεδρο TOD νερού και O 
κύβος της γης. 

Η €éktn τετρακτύς είναι τῶν πραγμάτων που Ὀπυπάρχουν 
σύμφωνα με TH φυτική ζωή. Ο σπόρος είναι avdAoyos προς 
τῇ μονάδα και το σημείο. Εάν αὐυξηθεί σε μήκος, αναλογεί 
προς TH δυάδα και TNH γραμμή: εαν σε πλάτος, προς τὴν τριά- 
δα καὶ τὴν ἐπιφάνεια καὶ αν σε πυκνότητα, προς τὴν τετρά- 
δα καὶ το OTEPEO. 

H ἐβδομη τετρακτύς είναι τῶν κοινοτήτων, τῶν οποίων 
πραγματικά ἡ ἀρχή και μονάδα είναι ο άνθρωπος, ἡ δυάδα 
είναι το σπίτι, ἡ τριάδα ο δρόμος και ἡ τετράδα ἡ πόλη. Διό- 
τι ένα έθνος απαρτίζεται and αὐτά. Αὐτά είναι πράγματι η 
υλική και αἰσθητή τετρακτύς. 

Η ὀγδοη τετρακτύς αποτελείται από τις δυνάμεις που κρί- 
νοῦν TA υλικά και αἰσθητά πράγματα και οι οποίες είναι κά- 
TOs νοητής φύσης. Αὐυτές είναι ο νους, ἡ ENLOTHLN, ἡ γνώ- 
μη και ἡ αίσθηση. Και πραγματικά, ο νοὺς αντιστοιχεί ου- 
σιαστικά στή μονάδα ἡ επιστήμη στη δυάδα, διότι επιστήμη 
είναι ἡ ἐπιστήμη κάποιου πράγματος. Η γνώμη υφίσταται α- 
νάμεσα στὴν επιστήμη καὶ την άγνοια αλλά ἡ αἰίἰσθηση εἰναι 
όπως ἡ τετράδα. Διότι καθώς ἡ αφή TOV είναι κοινή σε όλες 
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τις αισθήσεις, είναι τετραπλή, όλες OL αισθήσεις ενεργοποι- 
οὔνται σύμφωνα προς τὴν επαφή. 

H ἐνατη τετρακτύς είναι εκείνη από την οποία συντίθεται 
to ζώον, δηλαδή ἡ ψυχή Kat το σώμα. Διότι, πράγματι, τα 
μέρη της ψυχής είναι το λογικό, το θυμικό και το επιθυμητι- 
κό, ή εκείνο που επιθυμεί το εξωτερικό καλό, καὶ το τέταρτο 
είναι TO σώμα μέσα στο οποίο ὑπάρχει ἡ ψυχή. 

Η δέκατη τετρακτύς εἰναι τῶν εποχών του ETOVG, στη δι- 
GPKELA τῶν οποίων OAG Ta πράγματα γεννιούνται, δηλαδή η 
ἀνοιξη, το καλοκαίρι, TO φθινόπωρο και ο χειμώνας. 

Και ἡ ενδέκατη είναι τῶν ηλικιών του ανθρώπου, δηλαδή 
του νήπιου, Tov ἔφηβου, του άντρα και τοῦ γέρου. 

Συνεπώς, υπάρχουν έντεκα τετρακτύες. Η πρώτη εἰναι ε- 
κείνη που υφίσταται σύμφωνα με TH σύνθεση τῶν αριθμών. 
Η δεύτερη σύμφωνα pe τον πολλαπλασιασμό τῶν αριθμών. 
Η τρίτη ὑπάρχει σύμφωνα ps το μέγεθος. Η τέταρτη εἰναι 
τῶν απλών σωμάτων. Η πέμπτη είναι τῶν σχημάτων. Η ἕκτη 
είναι τῶν πραγμάτων που VAAGPYOVV σύμφωνα με TH φυτική 
ζωή. Η ἑἐβδομη εἰναι τῶν κοινοτήτων. H ὀγδοη είναι της κρι- 
τικής δύναμης. Η ένατη είναι τῶν μερών ενός ζώου. Η δέκα- 
τῇ είναι τῶν εποχών Tov έἕέτους. Και ἡ ενδέκατη είναι τῶν 
ηλικιών του ανθρώπου. Όλες τους όμὼς έχουν αναλογίες με- 
ταξύ τους. Διότι εκείνο που είναι ἡ μονάδα στὴν πρώτη Kat 
δεύτερη τετρακτύν, είναι TO σημείο στὴν τρίτη, ἡ φωτιά στην 
τέταρτη. ἡ πυραμίδα στὴν πέμπτη. ο σπόρος στην EKTH, ο Gv- 
θρωπος στην ἕβδομη, ο νοῦς στην ὀγδοη και κατά όμοια α- 
ντιστοιχία για τις υπόλοιπες. Δηλαδή ἡ πρώτη τετρακτύς εἰ- 
ναι 1, 2, 3, 4. Η δεύτερη είναι ἡ μονάδα, ἡ πλευρά, το τετρά- 
yovo καὶ ο κύβος. Η τρίτη είναι το σημείο, ἡ γραμμή, ἡ ε8πι- 
φάνεια Kat το στερεό. Η τέταρτη είναι φωτιά, αέρας, νερό, 
yy. Η πέμπτη είναι 7 πυραμίδα, το οκτάξδρο, το εικοσάεδρο 
kat ο κύβος. Η éxtn είναι ο σπόρος, το μήκος, το πλάτος και 
το βάθος. H ἐβδομη είναι ο άνθρωπος, το σπίτι, ο δρόμος, η 
πόλη. Η ὀγδοη είναι νους, ἐπιστήμη, γνώμη, αίἰσθηση. H éva- 
τὴ είναι το λογικό, TO θυμικό, το επιθυμητικό και το σώμα. H 
δέκατη είναι ἡ ἀνοιξη, To καλοκαίρι, το φθινόπωρο, ο χξι- 
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μώνας. H ενδέκατη είναι to νήπιο, ο ἔφηβος, 0 άντρας και o 
γέρος. 

Ο κόσμος επίσης που συντίθεται από avTEs τις τετρακτύ- 
ες είναι τέλειος, καθώς είναι ἀαρμονικά διευθετημένος LE γε- 
ὠμετρική, αρμονική και αριθμητική αναλογία, περιλαμβάνο- 
ντας κάθε δύναμη, κάθε φύση του αριθμού, κάθε μέγεθος 
kat κάθε απλό και σύνθετο σώμα. Εἰίναι τέλειος, ἐπειδή όλα 
τὰ πράγματα είναι μέρη αυτού, αλλά αυτός ο ίδιος δὲν απο- 
τελεί μέρος κάποιου άλλου πράγματος. Λέγεται ότι οι Πυθα- 
γόρειοι χρησιμοποίησαν πρώτοι τον προαναφερθέντα όρκο 
καὶ ἀποφάνθηκαν ότι «όλα TA πράγματα μοιάζουν με αριθ- 
μό». 

Ἐπίσης, ot Πυθαγόρειοι, όπως μαθαίνουμε από τον ανώ- 
νυμο συγγραφέα, κατέταξαν σε τέσσερις τάξεις τις ἀαρετές 
τόσο της ψυχής OOO και του σώματος. Αὐυτές της ψυχής είναι 
φρόνηση, σωφροσύνη, avdpsia και δικαιοσύνη: καὶ OL αντί- 
OTOLYES TOV σώματος είναι οξύτητα τῶν αισθήσεων, υγεία, 
δύναμη Kat ομορφιά. Και ota εξωτερικά πράγματα, svnpe- 
pia, δόξα, κυριαρχία Kot φιλία είναι Ta αντικείμενα της επι- 
θυμίας. 

Ἐπίσης, ol φημισμένες τέσσερις aitissc του Ἀριστοτέλη α- 
ναφέρονται στὴν τετράδα, ἡ θεότητα ὡς ἡ αἰτία ή ποιητικό 
αίτιο, λόγω τῆς οποίας (υφ' οὐ), ἡ ὕλη από την οποία (έξ οὐ), 
ἢ μορφή διά τῆς οποίας (δι' οὐ) και TO ἀποτέλεσμα προς TO 
οποίο (πρός 0). 

Ἐπιπλέον, ο ανώνυμος συγγραφέας επισημαίνει ότι στὴν 
τετράδα παρατηρούνται ἡ συσσώρευση Kal ἡ αφθονία κατά 
τον ίδιο τρόπο όπως το πλήθος στην τριάδα, για αὐτό το λό- 
yo λέει, ἀαποκαλούμε τοὺς ζωντανούς τρισευλογημένους εξ 
αἰτίας της εὐτυχίας τους, αλλά τοὺς νεκρούς, που ἔχουν α- 
νταλλάξει με τον καλύτερο τρόπο αὐτή TH ζωή για THV επό- 
μξνη, τετράκις ευλογημένους. Αὐτά αρκούν σχετικά με τὴν 
τετράδα. 
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KE®AAAIO VII 


Σχετικά μὲ τὴν πεντάδα. 


Η πεντάδα, σύμφωνα πάντα με TA ἀποσπάσματα του Νι- 
κόμαχου, ονομαζόταν από τοὺς Πυθαγόρειους αφιλονικία 
και αήττητη, συνάφεια ή αλλαγή ποιότητας, PHS και δικαιο- 
σύνη, καὶ TO EAGYLOTO άκρο της ζωτικότητος. Ομοίως Νέμε- 
σις και Βουβάστεια, εκδίκηση και Αφροδίτη, Γαμηλία και 
Ανδρογυνία, Κυθηρεία και Ζωναία, κυκλικό και ημίθεος, 
πύργος του Δία, Διδυμαία και σταθερός άἀξονας. Τὴν τιμούν 
επίσης μὲ μεγαλοπρέπεια ὡς αθάνατη και Παλλάδα, Καρ- 
διάτιν και ηγέτιδα, Ακρεώτιν και ισορροπία, άγαμη και Ορ- 
θιάτιν, και από τις Μούσες είναι ἡ Μελπομένη. 

Από αὑτά TA ονόματα, τα τέσσερα πρώτα εξηγούνται ὡς 
εξής από τον ἀανώνυμο συγγραφέα: «H πεντάδα», λέει, «Et- 
ναι αλλαγή ποιότητας, επειδή αλλάζει εκείνο το οποίο εκτεί- 
νεται τριπλά ή που EXEL μήκος, πλάτος και ὕψος κατά τὴν 
ομοιότητα μιᾶς σφαίρας, ὡς συνέπεια τοῦ ότι κινείται κυκλι- 
KGa" καὶ παράγει φῶς. Tia αὐτό επίσης ονομάζεται φῶς. Εἰ- 
ναι ὃς αφιλονικία, επειδή συνθέτει και ενώνει όλα TA πράγ- 
ματα που διαχωρίζονταν προηγουμένως από διάστημα και ε- 
ξαιτίας της σύζευξης καὶ της συμφιλίωσης τῶν δυο ειδών 
(τῶν αριθμών, δηλαδή τῶν άρτιων και τῶν περιττών, εφόσον 
ἡ πεντάδα αποτελείται από το 3 Kat το 2). Και εἰναι δικαι- 
οσύνη, ἐπειδή ἡ πεντάδα ἀποκαλύπτει στον ύψιστο βαθμό τη 
δικαιοσύνη στο φῶς». Ο Αλέξανδρος Αφροδισιεύς στο Σχό- 
λιο TOD πάνω στο 70 κεφάλαιο TOV πρώτου βιβλίου από ta 
Μετά ta Φυσικά του Αριστοτέλη ισχυρίζεται ότι ἡ πεντάδα 
ονομαζόταν από τοὺς Πυθαγόρειους αήττητη. «Ἐπειδή», λέ- 
ει αὐτός, «στο πρώτο ορθογώνιο τρίγωνο TOV οι πλευρές του 
είναι ρητοί ἡ μια από τις πλευρές είναι 3, ἡ άλλη εἰναι 4 
kat ἡ βάση είναι 5: ἡ βάση ev δυνάμει τσούται και μὲ τις δύο 
άλλες πλευρές: για αὐτό το λόγο την ἀαποκαλούσαν οι Πυθα- 
YOPELOL νικηφόρα και τις άλλες δύο πλευρές ἡττημένες. H 
πεντάδα, επομένως, ονομαζόταν από αὐτούς αήττητη, όντας 
αξεπέραστη καὶ όντας ἀανώτερη». Ο ανώνυμος συγγραφέας 
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παρουσιάζει exions TH σημασία avis της ονομασίας ὡς a- 
κολούθως: «Οι Πυθαγόρειοι ονόμαζαν την πεντάδα αήττητη, 
όχι μόνον επειδή το πέμπτο στοιχείο, ο αἰθέρας, που κατα- 
τάσσεται ἀανάλογος προς τὴν πεντάδα καὶ που ἔχει μιὰ ἀαμε- 
τάβλητη ομοιότητα ὕπαρξης, λήγει TH διαμάχη καὶ TH μετα- 
βολή τῶν στοιχείων που ὑπάρχουν κάτω από αὑτόν μέχρι TH 
YN, αλλά επειδή επίσης αὐτή συμφιλιώνει και EVOVEL TA πρώ- 
τὰ δυο είδη αριθμών που διαφέρουν, τον περιττό και τον άρ- 
τιο (δηλαδή το 3 Kat TO 2), ἀαποβαίνουσα ἡ ίδια το σύστημα 
τῆς σύζευξης τους». 

Ο ίδιος συγγραφέας εξηγεί Kat το λόγο γιὰ τον οποίο ἢ 
πεντάδα ονομαζόταν το ελάχιστο άκρο της ζωτικότητας: «Ε- 
φόσον σύμφωνα HE τοὺς φυσιολόγους ὑπάρχουν τρία πράγ- 
ματα που παράγουν ζωή μετά TH στερεοποίηση, δηλαδή ἡ 
φυτική, ἡ ψυχική και ἡ λογική δύναμη: καὶ ἡ λογική κατα- 
τάσσεται σύμφωνα με την εβδομάδα, EVO ἡ ψυχική δύναμη 
σύμφωνα LE τὴν εξάδα, ἄρα ἡ φυτική δύναμη εμπίπτει κατ' 
ἀνάγκη στὴν κατάταξη της πεντάδας ἔτσι MOTE ἡ πεντάδα 
είναι κάποιο ελάχιστο άκρο τῆς ζωτικότητας». 

Ο ίδιος επίσης μας πληροφορεί ότι o1 Πυθαγόρειοι ονό- 
μαζαν την πεντάδα Νέμεση΄, ἐπειδή αὐτή κατανέμει κατά 
ορθό τρόπο πράγματα ovpdvia και θεία και TA φυσικά στοι- 
χεία. Η πεντάδα ονομαζόταν επίσης από τους Πυθαγόρειους 
Δικαιοσύνη για δυο λόγους, όπως πληροφορούμαστε από 
τον Πρόκλο (Σχόλια εἰς Ησιόδου Ἔργα και Ημέραι), σχετί- 
ζεται δηλαδή με τη δικαιοσύνη, site επειδή τιμωρεί κάποια 
παράβαση καὶ απομακρύνει THV ανισότητα κατοχής, είτε ε- 
πειδή εξισώνει εκείνο που είναι μικρότερο και ευεργετεί. 
Και την ονόμασαν Αφροδίτη, σύμφωνα με τον ανώνυμο συγ- 
γραφέα, επειδή οι ἀαρσενικοί καὶ οι θηλυκοί αριθμοί avapt- 
γνύονται. Κατά tov ίδιο τρόπο, προσθέτει αὐτός, την ἀποκα- 
λούσαν Γαμηλία, ἐπειδή ἡ πεντάδα πρώτη συμπεριλαμβάνει 
to είἰδος κάθε αριθμού, δηλαδή το 2, τον πρώτο άρτιο, καὶ TO 
3, TOV πρώτο περιττό αριθμό. Ονομάστηκε επίσης γάμος, κα- 
θώς συνίσταται από το αρσενικό και το θηλυκό, ενώ τὴν α- 
ποκαλούσαν Ανδρογυνία, επειδή όντας περιττός αριθμός, εἰ- 
ναι aposvikod χαρακτήρα. Αλλά την ονόμασαν κυκλική, ε- 


263 


OEQOPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


πειδή όπως ἔχουμε ήδη παρατηρήσει, είναι Kat’ εξοχήν Kv- 
κλικός και σφαιρικός αριθμός. Ομοίως την ἀαποκαλούσαν η- 
μίθεο, όπὼς μας πληροφορεί ο ἀνώνυμος συγγραφέας, όχι 
μόνον επειδή είναι TO μισό της δεκάδας, που είναι Evac 
θείος αριθμός, αλλά επειδή στο σωστό τῆς διάγραμμα κατα- 
τάσσεται στο μέσον΄. Η ονομασία Δίδυμος ή Διδυμέα, δι- 
TAY, δόθηκε επειδή αὐτή χωρίζει TH δεκάδα, που άλλως εἰ- 
ναι αδιαίρετη, os δυο μέρη. Αλλά την αποκαλούσαν, προ- 
σθέτει ο ίδιος συγγραφέας, αθάνατη και Παλλάδα, επειδή 
AVTITPOCM@AEVEL την πέμπτη ουσία (τον αιθέρα, του οποίου η 
Παλλάδα προΐσταται). 

Ἐπιπλέον, μας πληροφορξβί ότι την ονόμαζαν Καρδιάτιν ή 
Κορδιάλιν λόγῳ ομοιότητας προς τὴν καρδιά τῶν ζώων, η 
οποία κατατάσσεται στο μέσο. Την αποκαλούσαν επίσης, 
σύμφωνα με τον ίδιο πάντα συγγραφέα, Πρόνοια και Δικαι- 
οσύνη, επειδή εξισώνει τὰ άνισα πράγματα. Oras n δικαιο- 
σύνη είναι ένα μέσο ἀνάμεσα στὴν ὑπερβολή Kat την ἔλλει- 
wy, ομοίως το 5 είναι ο μέσος όλων τῶν αριθμών, οι οποίοι 
απέχουν εξίσου από αὐτό προς τις δυο πλευρές μέχρι τη δε- 
κάδα, κάποιοι από αὐτούς το υὑπερβαίνουν και κάποιοι υ- 
περβαίνονται από αὐτό, όπως μπορούμε va δούμε στην ακό- 
λουθη κατάταξῃ: 

1.4 7 
2 5 8 
3 6 9 

Διότι εδώ, όπως στο μέσο του ζυγού μιας ζυγαριάς, to 5 
dev ξεφεύγει από TH γραμμή της tooppomias, svdow ἡ μία 
σκάλα ανεβαίνει και n άλλη κατεβαίνει. 

Στὴν ἀκόλουθη διάταξη επίσης, δηλαδή 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9, θα βρεθεί ότι το άθροισμα τῶν αριθμών που ἕπονται 
tov 5 είναι τριπλάσιο του αθροίσματος εκείνων mov προη- 
γούνται tov 5: διότι 6+7+8+4+9=30 καὶ 1123 4-Ξ|0. Edy, 
επομένως, οι ἀριθμοί σε κάθε πλευρά του 5 αντιπροσωπεύ- 
ovv To ζυγό μιας ζυγαριάς Kat το 5 τη γλωττίδα αυτής, όταν 
ένα βάρος κατεβάζει το ζυγό, μια αμβλεία γωνία παράγεται 
ἀνάμεσα στο κατεβασμένο μέρος και TH γλωττίδα, ενώ μια 
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ogsia γωνία από το ανεβασμένο μέρος tov ζυγού. Ἔτσι, εἰ- 
ναι χειρότερο Va προκαλείς, παρά Va VTOMEPEIC αδικία: και 
ot ἀδικοῦντες κλίνουν προς Ta κάτω, προς τα βασίλεια της 
κόλασης, ενώ οι αδικημένοι τείνουν προς Ta πάνω, προς 
τους Θεούς, ικετεύοντας τη θεία βοήθεια. Ἄρα, το νόημα 
τῆς πυθαγορικής παρότρυνσης είναι φανερό, «Μην ὑυπερβαί- 
νεις το ζυγό». Εφόσον όμως ἡ αδικία σχετίζεται με τὴν ανι- 
σότητα, προκειμένου va εξαλειφθεί είναι ἀναγκαία ἡ εξίσω- 
on, Mote ο ζυγός va μπορεί va παραμξείνει καὶ στις δυο 
πλευρές χωρίς κλίση. Η εξίσωση αὐτή επιτυγχάνεται μὲ τὴν 
πρόσθεση Kal THV agaipson. Ἔτσι εάν το 4 προστεθεί στο 5 
καὶ ἀαφαιρεθεί επίσης από το 5, ο ἀριθμός 9 θα παραχθεί 
στην μια πλευρά καὶ το 1 στην άλλη, το καθένα από τα ο- 
ποία ἀπέχει εξίσου από το 5. Av επίσης το 3 προστεθεί στο 
5 και ομοίως αφαιρεθεί από αυτό, το 7 και το 3 θα παρα- 
χθούν. Προσθέτοντας το | στο 5 και ἀαφαιρώντας TO από αυ- 
τό, το 6 και το 4 θα προκύψουν. Le όλα αὐτά τα παραδείγ- 
ματα, ot ἀριθμοί που παράγονται απέχουν εξίσου από το 5 
καὶ το άθροισμα κάθε ζεύγους toovtat με 10. 

Πληροφορούμαστε επίσης από tov Πλούταρχο, στην 
πραγματεία tov Περί τῆς Γένεσης τῆς Ψυχής σύμφωνα με 
τον Πλάτωνα, ὁτι οιἱ Πυθαγόρειοι ονόμαζαν τὴν πεντάδα 
τροφό, TO οποίο υποδηλώνει Evav ήχο, επειδή θεωρούσαν ό- 
τι TO πρώτο από Ta διαστήματα ενός (μουσικού) τόνου που 
είναι ικανό va παράγξι ἤχο είναι το πέμπτο. 

O Πλούταρχος, στὴν πραγματεία tov σχετικά μ το Εἰ 
τῶν Δελφών, ἀναφέρει ότι ἡ πεντάδα αποκαλείτο από τους 
Πυθαγόρειους φύση, «ἐπειδή πολλαπλασιαζόμενη LE τον ε- 
αὐτό της λήγει πάλι στον εαυτό της. Διότι όπως ἡ φύση δέ- 
YETAL το σιτάρι σε σπόρο και επεκτεινόμενη στο μέσο παρά- 
YEL πολλά σχήματα και μορφές, μέσῳ τῶν οποίων επιτυγχά- 
Vel TO (επιθυμητό) αποτέλεσμα, αλλά στο τέλος παρουσιάζει 
σιτάρι, ἀαποκαθιστώντας την ἀρχή στο τέλος GANS της μεταλ- 
λαγής, ομοίως, ενώ άλλοι αριθμοί όταν πολλαπλασιάζονται 
HE TOV εαυτό τους, λήγουν αυξανόμενοι σε άλλους αριθμούς, 
to 5 και TO 6 μόνον, όσες φορές πολλαπλασιάζονται με τους 
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εαυτούς τους, παρουσιάζουν και διατηρούν τοὺς εαυτούς 
τους». 


KE®AAAIO VIII 


Σχετικά pe τὴν εξάδα. 


Ou Πυθαγόρειοι, όπῶς μαθαίνουμε από Ta ἀποσπάσματα 
tov Νικόμαχου, ονόμαζαν την εξάδα «είδος sidovc, το μόνο 
αριθμό που ταιριάζει στην ψυχή, ευδιάκριτη EVMON τῶν με- 
ρών του σύμπαντος, ψυχοποιό και αἰτία που παράγει TH ζω- 
tun ἕξη. Ἐπίσης είναι appovia, τελειοποίηση τῶν μερών, 
καὶ πολύ ορθά εἰναι ἡ ίδια ἡ Αφροδίτη. Είναι επίσης Ζυγία 
kat Γαμηλία και Ανδρογύναια. Ομοίως είναι Ζυγίτις, καλο- 
καγαθία, ειρήνη, φιλία, υγεία, Aku@v και αλήθεια. Ανάμε- 
σα στις Μοίρες εἰναι ἡ Λάχεσις καὶ τὴν ἀαποκαλούν ἀρχή και 
TO μισό του όλου. Ἐπίσης ονομαζόταν εκατηβελέτις Kat 
Τριοδίτις, σχετική με δυο χρόνους και Περσέα, τρίμορφη, 
Αμφιτρίτη και Αγχίδικος, από τις Μούσες ἡ Θάλεια, καθώς 
και Πανάκεια». 

Ooov αφορά τὴν πρώτη από avtés τις ονομασίες, είδος 
είδους, 0 Μεούρσιους δυστυχώς παρέλειψε va αναφέρει α- 
πό τον ανώνυμο συγγραφέα το λόγο για τον οποίο καλείται 
ἔτσι, όντας ἕνας απλός λογοκόπος που ικανοποιείται απο- 
σπώντας από το συγγραφέα τις λέξεις «είδος οὖν είδους οὐκ άν 
διαμάρτοιμεν αὐτήν ἡγούμενοι», δηλαδή, «dE θα σφάλλουμε αν 
θεωρήσουμε αὐτήν ὡς είδος είἰδους». Ίσως όμως, ονομάστη- 
Ke ἔτσι επειδή TO τέλειο είναι εκείνο που χαρακτηρίζει όλα 
Ta Eton ή ιδέες καὶ TO 6 είναι ο πρώτος τέλειος αριθμός εν 
evepysia. Ot. Πυθαγόρειοι ἔλεγαν πὼς ἡ εξάδα είναι ο μό- 
νος ἀριθμός που αρμόζει στην ψυχή, επειδή ἡ ψυχή, όντας 
TO συνδετικό μέσο ή δεσμός τῶν νοητών και αισθητών, σχε- 
τίζεται Kat’ εξοχήν us τὴν Agpoditn, ἡ οποία -όπως μας 
πληροφορεί ο Πρόκλος oto Υπόμνημα εἰς τον Πλάτωνος 
Παρμενίδην- «ενώνει το πλήθος τῶν νοητών καὶ όλων τῶν 
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όντων» (τήν ἐν τώ πλήθει κοινωνίαν παρεχόμενη τοις TE νοητοίς, 
Kai πάσι τοις οὐσιν). Από τον ανώνυμο συγγραφέα επίσης μα- 
θαίνουμε ότι ἀαποκαλούσαν την εξάδα εὐδιάκριτη ἐνώση τῶν 
μερών TOV σύμπαντος, επειδή ἡ ψυχή είναι όπως ἡ ζώσα 
μορφή της ἅμορφης ὕλης. Και προσθέτει ότι κανείς αριθμός 
dev ταιριάζει περισσότερο στὴν ψυχή από την εξάδα, ή πιο 
ορθά, μπορεί va ειπωθεί ότι είναι ἡ ψυχοποιός, επειδή ἔχει 
βρεθεί ὀτι παράγει τη ζωτική ἔξη, από όπου επίσης αντλεί 
τὴν ονομασία της (ευρισκομένη και της ζωτικής έξεως εμποιητική, 
παρ' ὁ εξάς). Tia τον ίδιο λόγο ονομάζεται αρμονία, επειδή 
ακριβώς κάθε ψυχή είναι αρμονική. 

Ο ίδιος συγγραφέας σημειώνει ότι «ἡ εξάδα ονομαζόταν 
τελειοποίηση τῶν μερών από τοὺς Πυθαγόρειους -οι οποίοι 
αποκαλώντας THV έτσι ἀακολούθησαν τον Ορφέα- site επειδή 
μόνο To έξι από όλους τοὺς αριθμούς της δεκάδας ισούται 
pe τὰ μέλη ή μέρη Tov, είτε ἐπειδή TO όλον και το σύμπαν 
διανέμεται σύμφωνα προς τον αριθμό αυτό και διευθετείται 
αρμονικά». Σχετικά PE THV ονομασία Αφροδίτη, μαθαίνουμε 
από το βιβλίο 7 tov Μαρτιάνους Κάπελα (Martianus Capel- 
la) ότι τῆς ἀαποδόθηκε, «EME1OH μπορεί va αποδειχθεί ότι αυ- 
τή είναι ἡ πηγή της αρμονίας. Διότι 6 προς 12 σχηματίζει tH 
συμφωνία δια πασών 6 προς 9 TH συμφωνία δια πέντε και 6 
προς ὃ TH συμφωνία δια τεσσάρων εξ αυτού λέγεται ότι εἰ- 
ναι ἡ Agpoditn, ἡ μητέρα της αρμονίας». 

Η εξήγηση τῶν επιθέτων γαμηλία καὶ Ανδρογύναια, ta 
οποία στον ανώνυμο συγγραφέα είναι «γάμος» και «αρρε- 
γοθήλυς», είναι ότι «ἡ εξάδα παράγεται από TH δύναμη και 
τον πολλαπλασιασμό TOV πρώτου περιττοῦ καὶ τοῦ πρώτου 
άρτιου αριθμού, που είναι ἀαρσενικό Kat θηλυκό αντίστοιχα 
και ἔτσι ονομάζεται ἀρρενοθήλυς, δηλαδή αρσενικό καὶ θη- 
λυκό. Ομοίως, αποκαλείται γάμος επειδή είναι ἡ ίδια ίση με 
τὰ μέρη τῆς, ἔργο δε Tov γάμου εἰναι va γεννά γόνους ό- 
μοιους προς τοὺς γονείς». To επίθετο «φιλοτησία», καλοκα- 
γαθία, στον ανώνυμο συγγραφέα απαντάται ὡς «φιλίωσις», 
δηλαδή φιλία και ἀγάπη, «και», λέει αυτός, «ορθά ονομάζε- 
ται ETOL ἐπειδή αὐτή συνενώνει TO APOEVLKO καὶ TO θηλυκό». 
Ἐπιπλέον, 0 ανώνυμος συγγραφέας μας πληροφορεί ότι «H 
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εξάδα ονομαζόταν vysia Kat κάλλος εξαιτίας της πληρότη- 
TAG KOL της συμμετρίας τῶν μερών της». Διότι ἡ υγεία είναι 
συμμετρία και ὑπαρξη σύμφωνη προς TH φύση τῶν μερών 
του σώματος. 

Ομοίως από τον ίδιο συγγραφέα μαθαίνουμε ότι «την α- 
ποκαλούσαν Ἄκμωνα, εννοώντας ακαταπόνητη (τήν otov α- 
κάματον), επειδή τὰ πρώτιστα τρίγωνα τῶν κοσμικών στοι- 
χείων συμμετέχουν σε αὐτήν, καθώς το καθένα τους γίνεται 
έξι, αν τμηθεί από τρεις καθέτους». 

Η ονομασία αλήθεια πιθανόν της ἀαποδόθηκε επειδή αλή- 
θεια είναι ἡ αρμονική σύζευξη εκείνου που γνωρίζει με av- 
τό TOV γίνεται γνωστό: και ἡ εξάδα, όπως δείξαμε προηγου- 
μένως, είναι κατ' εξοχήν αρμονική. 

Και πάλι, σύμφωνα με τον ανώνυμο συγγραφέα, ονομαζό- 
ταν βάλλουσα μακράν (εκατηβηλέτις), Τριοδίτις ᾿ Kat σχετική 
με δύο χρόνους. Το πρώτο από αὐτά της αποδόθηκξε επειδή 
ἡ τριάδα είναι ἡ Εκάτη που βάλλει (βολήσασαν) και κατά 
κάποιο τρόπο ενώνεται με άλλη μια τριάδα και παράγει τὴν 
εξάδα. «Ονομάστηκε de Τριοδίτις,» λέει ο ίδιος, «ίσως από 
τῇ φύση της θεάς. Είναι πιθανό ότι ονομάστηκε έτσι επειδή 
πρώτος αυτός ο αριθμός διαθέτει τις κινήσεις τῶν τριών δια- 
στάσεων (μήκος, πλάτος και ύψος), καθεμία από τις οποίες 
λαμβάνει μια διπλή διαίρεση από τις περιστάσεις: (δηλαδή η 
κίνηση κατά μήκος sivat site πίσω site εμπρός, κατά πλάτος 
είναι site δεξιά site ἀριστερά, και κατά ύψος είναι site πά- 
vo site κάτω). Αλλά ονομάστηκε σχετική με δύο χρόνους α- 
TO τη διαίρεση ολόκληρου Tov χρόνου, βάσει τῶν ἐξι σημεί- 
ὧν του ζωδιακού πάνω καὶ τῶν &€l κάτω από TH Yn. Ἤ, ε- 
πειδή ο χρόνος είναι συναφής προς τὴν τριάδα, εφόσον απο- 
τελείται από τρία μέρη καὶ ἡ εξάδα σχηματίζεται από δυο 
τριάδες». 

Ta ονόματα Περσέα και τρίμορφη της δόθηκαν για τον 
ίδιο λόγο που ονομαζόταν Τριοδίτις: διότι είναι πολύ yvo- 
στό ότι ἡ Ἄρτεμις είναι τρίμορφη καὶ ἡ θεά αὐτή ονομάστη- 
κε Περσεία από tov Ορφέα στὴν εισαγωγή τῶν ὕμνων του. 
Πληροφορούμαστε επίσης από τον ανώνυμο συγγραφέα ότι 
ἡ εξάδα ονομαζόταν Αμφιτρίτη, επειδή ἔχει μιὰ τριάδα σε 
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κάθε πλευρά τῆς: Kat Αγχίδικος (εγγύς της δίκης) επειδή 
αὐτή είναι ιδιαίτερα κοντινή στην πεντάδα, ἡ οποία καθώς 
ἤδη ἔχουμε αναφέρει, ονομαζόταν από τοὺς Πυθαγόρειους 
δίκη ἡ Δικαιοσύνη. 

Τέλος, 0 ίδιος συγγραφέας μας πληροφορεί ότι ονομαζό- 
ταν Θάλεια και Πανάκεια΄᾽, το πρώτο εξαιτίας της αρμονίας 
τῆς σύνθεσης της. ALTO το συμπεραίνω από τις λέξεις «διά 
τήν τῶν ετέρων αρμονίαν», «εξαιτίας της αρμονίας τῶν διαφο- 
ρετικών», εφόσον ο ίδιος συγγραφέας προσθέτει ότι «πολύ 
πριν από αυτό την αποκαλούσαν κόσμο, επειδή ο κόσμος, 
όπως ακριβώς το 6, φαίνεται συχνά ότι αποτελείται από α- 
ντίθετα, διευθετημένα αρμονικά». Και to ἔξι συγκροτείται 
από πολλαπλασιασμό τῶν δύο αντίθετων αριθμών 2 Kat 3, 
Tov το ένα είναι άρτιο καὶ το άλλο περιττό, το ένα εἰναι 
ανάλογο προς το APOEVIKO καὶ TO GAAO προς το θηλυκό. Τέ- 
λος το όνομα Πανάκεια της δόθηκε για τους ίδιους λόγους 
Tov της δόθηκε και ἡ ονομασία υγεία, ή επειδή ὡς «πανάρ- 
KEL» ἦταν ETAPKHS εφοδιασμένη μὲ μέρη προς τῆν TEAELO- 
ποίηση Tov όλου τῆς. 


KE®AAAIO ΙΧ 


Σχετικά μὲ τὴν επτάδα. 


Η επτάδα, όπὼς πληροφορούμαστε από τον ανώνυμο συγ- 
γραφέα και Συγγραφέα τῶν Ετυμολογικών, ονομάστηκε ἕτσι 
από το ρήμα σέβω, που υποδηλώνει σεβασμό, όντας κάποια 
σεπτάς, ὡς θεία και χωρίς μητέρα και παρθένα (σεπτάς τις 
ovoa, ὡς θεία και ἀμήτωρ και παρθένος). Και ot ονομασίες που 
δόθηκαν σε αὐτήν από τους Πυθαγόρειους, καθώς μαθαί- 
νουμξε από TA ἀποσπάσματα Mov ἔχει παραθέσει ο Νικόμα- 
χος, είναι οἱ ἀκόλουθες: «Τύχη και Καιρός, Αθηνά, Ἄρης 
και Ακρεώτις, Αγγελία και Ατρυτώνη, Φυλακίτις και Οβρι- 
μοπάτρη ή θυγατέρα ενός ισχυρού πατέρα, Tpitoyéveta” Kar 
Γλαυκώπις ή γαλανομάτα, Αλαλκομενία και Παντευχία, Ep- 
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γάνη και Πολυάρετη ή ταλαντούχα, AKEPALOTHTA TOV μερών, 
Kat το κέρας της Αμάλθειας, Atyic και Όσιρις, όνειρο και 
φωνή, ήχος, και από τις Μούσες ἡ Κλειώ. Στα παραπάνω 
επίσης μπορούν va προστεθούν, κρίση και Αδράστεια». 

Toa επίθετα Τύχη, καιρός, Αθηνά, Τριτογένεια καὶ φωνή, 
εξηγούνται από τον ἀανώνυμο συγγραφέα ὡς εξής: «Η επτά- 
δα καλείται Αθηνά, επειδή, όπως λένε ot μύθοι για τη θεά, 
εἶναι παρθένα και ἀγαμη: δὲ γεννήθηκε οὐτε από μητέρα, 
Tov είναι ο άρτιος αριθμός, οὔτε από πατέρα, που εἰναι oO 
περιττός αριθμός, αλλά όπὼς ἡ Αθηνά γεννήθηκε από TO κε- 
φάλι TOD πατέρα όλων τῶν πραγμάτων, ἔτσι καὶ ἡ EATAda 
προέρχεται από TH μονάδα, την κεφαλή ή κορυφή τῶν αριθ- 
μών. Και μοιάζει με κάποια ἀρρενωπή Αθηνά, γιατί ο αριθ- 
μός που μπορεί εὔκολα va διαιρεθεί, είναι θηλυκός. Ἐπίσης, 
ονομάστηκξ καιρός, επειδή OL αποφασιστικές τῆς EVEPYELEG 
σε θέματα υγείας ή ασθένειας, γέννησης ή φθοράς, επιτε- 
λούνται σε σύντομο χρόνο. Kat είναι Τύχη επειδή, κατά πα- 
ρόμοιο τρόπο με όσα λέγονται για τούτη τη θεά στους μύ- 
θους, κυβερνά τις θνητές υποθέσεις, και κατά κάποιον τρό- 
πο αιτιωδώς και εὐκαιριακά εμφανίζεται και αποφασίζει. O- 
μοίως, ονομάζεται φωνή, επειδή ὈὉπάρχουν επτά στοιχειώ- 
δεις φθόγγοι, όχι μόνο oOTHV ἀνθρώπινη φωνή, αλλά και σε 
κάθε οργανικό, επίγειο Kal ἀαρμονικό ήχο. Τούτο συμβαίνει, 
όχι μόνο επειδή OL πρώτοι αρμονικοί ήχοι ἐκπέμπονται, κα- 
θώς μαθαίνουμε, από επτά πλανήτες, αλλά επίσης επειδή TO 
πρώτο διάγραμμα με μουσικούς εἶναι To επτάχορδο. Ονομά- 
ζεται δε Τριτογένεια, επειδή ta είδη ή μέρη της ψυχής, av 
και είναι τρία, δηλαδή το λογικό, το θυμικό καὶ TO επιθυμη- 
τικό, γεννούν τέσσερις τελειότατες ἀαρετές, αἀκριβώς όπως α- 
πό τις τρεις διαστάσεις (μήκος, πλάτος και ὕψος) ὑπάρχουν 
τέσσερα OPLA OTH σωματική ανάπτυξη (δηλαδή το σημείο, η 
γραμμή, ἡ επιφάνεια καὶ TO στερξό)». 

Ooov αφορά το επίθετο Αγγελία, ο ίδιος συγγραφέας 
μας TAnpogopst ότι «ἡ επτάδα ονομάστηκε ἔτσι διότι συλλέ- 
χθηκε και συναθροίστηκε (από Tov συνειλήσθαι και συνήχθαι) 
σε μια αυὐτοτελή φύση, εφόσον de διαιρείται παρά μόνο από 
εκείνο προς το οποίο είναι ομώνυμη΄. Ἢ ονομάστηκε ἔτσι, 
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ἐπειδή OAG TA φυσικά ἀποτελέσματα οδηγούνται μέσω αυτής 
σε τελειοποίηση (ή από του πάντα αγαγεναῖι du αυτής TA φυσικά 
ἀποτελέσματα εἰς τελείωσιν). Ἄλλη εκδοχή, περισσότερο προ- 
σαρμοσμένη στη διδασκαλία τῶν Πυθαγορείων, είναι ότι ο- 
νομάστηκε ἔτσι, επειδή Ot πιο διάσημοι Βαβυλώνιοι, μεταξύ 
αὐτών ο Οστάνης καὶ ο Ζωροάστρης, πολύ ορθώς αποκα- 
λούν τις ἀστρικές σφαίρες αγέλες (αγέλαι): site ἐπειδή μόνο 
αὐτές μεταξύ τῶν σωματικών μεγεθών περιφέρονται τέλεια 
γύρω από ἕνα κέντρο, site -κατ' αντιστοιχία με τους Χρη- 
σμούς- επειδή θεωρούνται κατά έναν τρόπο σύνδεσμοι και 
συλλέκτες τῶν φυσικών αἰτιών, οπότε στοὺς ϊτερούς λόγους 
τους ἀποκαλούνται επίσης ἀγέλαι, και με τὴν προσθήκη ενός 
γάμμα, ἀγγελοι. Tia αὐτό, ομοίως ονομάζουν τα ἀστέρια Kat 
τους δαίμονες που κυβερνούν καθεμία από avtés τις αγέλες 
(ἡ αστρικές σφαίρες) αγγέλους και αρχαγγέλους, που εἰναι 
επτά στον αριθμό». 

Ἐπιπλέον, ο ίδιος συγγραφέας μας πληροφορδί ότι «ἡ ε- 
πτάδα ονομαζόταν Φυλακίτις, όντας προστατευτικής φύσης, 
όχι μόνο επειδή οἱ προαναφερθέντες άγγελοι καὶ apyayyE- 
λοι είναι επτά ηγέτες, αλλά και επειδή οι ἀστέρες που φρου- 
ρούν το σύμπαν και το διατηρούν σε συνοχή και αἰώνια μο- 
νιμότητα είναι επτά στον αριθμό». 

Ta επίθετα Οβριμοπάτρη και Γλαυκώπις είναι φανερό ό- 
τι προήλθαν από TH συσχέτιση της ἑπτάδας με τὴν Αθηνά. 
To ισχύει και για τοὺς προσδιορισμούς Παντευχία και Ep- 
γάνη. Διότι ἡ Αθηνά, ὡς μια από τους Κουρήτες, λατρευόταν 
HE τὴν πρώτη από τις ονομασίες αὐτές, που σημαίνει ότι εἰ- 
ναι εφοδιασμένη μὲ πλήρη πανοπλία. Ἔτσι, το επίθετο πά- 
γτευχος δόθηκε σε αὐτήν από τους Χαλδαϊκούς Χρησμούς. 
O Πλάτωνας επίσης στοὺς Νόμους λέει ότι αὐτή είναι στολι- 
σμένη μὲ πλήρη πανοπλία (πανοπλία παντελεί κοσμηθείοα). 
Και Ἐργάνη ή τεχνίτρα εἰναι ἀκόμη ένα πολύ γνωστό όνομα 
της Αθηνάς. 

Ονομάστηκε δε ἡ επτάδα το κέρας της Αμάλθειας, πιθα- 
νώς για τον ίδιο λόγο LE THV τριάδα, από TH συνάφεια της 
προς TH μονάδα, την πηγή κάθε θείου αγαθού. Αλλά φαίνε- 
ται ότι ονομάστηκε Atyic, ἐπειδή ἡ Αθηνά ετιμάτο ὡς atyt- 


271 


OEQOPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


φόρος θεά, και αυτό, όπως μας πληροφορεί ο Πρόκλος στο 
Υπόμνημα εἰς Πλάτωνος Τίμαιον, επειδῆήῆ ἡ αλυσίδα της 
Μοίρας που όλα τα ενώνει, κινείται από αὐτή τη θεά, από 
τὴν οποία επίσης προέρχονται ὀόλες ot εύὔπλαστες ενέργειές 
της. Τέλος, ἡ δπτάδα αποκαλέσθηκε, όὀόπὼῶς μαθαίνουμε από 
τον ανώνυμο συγγραφέα, Τελεσφόρος Kat Kpion, to πρώτο 
ἐπειδή ο ἕβδομος μήνας είναι γόνιμος και το τελευταίο ε- 
πειδή otic ἀσθένειες ἡ έβδομη μέρα εἰναι ἡ κρίσιμη. 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο Χ 


Σχετικά μὲ τὴν ογδοάδα. 


«O αριθμός οκτώ», λέει ο ἀνώνυμος συγγραφέας, «είναι 
0 πρώτος κύβος εν Evepysia και είναι ο μόνος αρτιάκις ἀρ- 
τιος ἀριθμός μέσα στη δεκάδα». Η δύναμη tov αριθμού av- 
τού είναι τόσο μεγάλη που σύμφωνα HE μιὰ ελληνική παροι- 
μία, «όλα εἰναι οκτώ». AvTH ἡ παροιμία, όπὼς μας πληροφο- 
ρεί ο προαναφερθείς συγγραφέας, προήλθε από το γεγονός 
ότι όλα TA πράγματα γίνονται κατανοητά στὴν ὀγδοη οὐυρά- 
via σφαίρα. 

Σύμφωνα με τὰ ἀποσπάσματα από το Νικόμαχο, τα ονό- 
ματα που δόθηκαν στον αριθμό αὐτό από τους Πυθαγόρει- 
ους sivat τα ἀκόλουθα: «Παναρμόνιος και Καδμεία, μητέρα 
και Ρέα, παραγωγική aitia τῶν θηλυκών και Κυβέλη, Κυβή- 
βη και Δινδυμήνη, προστάτιδα θεά, αγάπη και φιλία, Μήτις" 
σύλληψη και Ορεία, Θέμις, νόμος, ανωριμότητα και από τις 
Μούσες ἡ Ευτέρπη». 

Όσον αφορά to «Παναρμόνιος», το πρώτο από τα επίθε- 
τα, ο Καμεράριους᾽ (Camerarius) pas πληροφορεί (χωρίς 
αμφιβολία από το έργο Tov ανώνυμου συγγραφέα που ανα- 
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φέρθηκε παραπάνω) ότι ot Πυθαγόρειοι διέκριναν μοῦυσι- 
κούς λόγους από αὐτόν τον αριθμό και σύμφωνα με αὐτούς 
εξήγησαν το εγκόσμιο σύστημα, ὡς ἀκολούθως: Ο λόγος του 
9 προς το ὃ είναι δπόγδοος. Αὐτός σχηματίζει ἕναν τόνο και 
αποδίδεται στή σελήνη. Ο λόγος του 12 προς το 9 είναι επί- 
τριτος καὶ ο λόγος του 12 προς το ὃ είναι ἡμιόλιος. Ot λόγοι 
αὐτοί azodidovtat στον πλανήτη Ερμή. Κατά όμοιο τρόπο o 
λόγος tov 16 προς το 12 είναι επιτέταρτος καὶ του 16 προς 
to ὃ είναι δύο προς ένα και αποδίδονται στον πλανήτη Α- 
φροδίτη. Ο λόγος του 18 προς το 12 είναι ημιόλιος, Tov 18 
προς το 9 δύο προς ένα και αποδίδονται στον Ἥλιο. O λό- 
γος tov 2] προς 9, nov είναι διπλασιεπίτριτος, αποδίδεται 
στον πλανήτη Ἄρη. Ο λόγος του 24 προς 18, που είναι επι- 
τέταρτος, TOV 24 προς 12, που είναι δύο προς ένα, του 24 
προς 8, mov είναι τρία προς ένα, καθώς και Ot λόγοι του 18 
προς to 12 Kat του 12 προς το 8, οι οποίοι εἰναι ημιόλιοι, 
αποδίδονται όλοι στο Δία. Οι λόγοι του 32 προς 24, nov εἰ- 
ναι επίτριτος, Kat τοῦ 32 προς 8, nov είναι τέσσερα προς 
ένα, αποδίδονται στον Κρόνο. Τέλος, ο λόγος του 36 προς 
24, ο οποίος είναι ἡμιόλιος, Tov 36 προς 9, ο οποίος είναι 
τέσσερα προς ἕνα, και TOV 24 προς 18 ο οποίος είναι επίτρι- 
τος, ἀποδίδονται OTHV ὀγδοη ή σταθερή σφαίρα, που συμπε- 
ριλαμβάνει όλες τις άλλες. Γιὰ αὐτό το λόγο ἡ ογδοάδα ονο- 
μάστηκε από τους Πυθαγόρειους Καδμεία, επειδή ἡ Αρμο- 
νία λέγεται ότι ήταν ἡ γυναίκα του Κάδμου. Και Κάδμος, 
καθώς μαθαίνουμε από τον Ολυμπιόδωρο, είναι ο επίγειος 
κόσμος. 

Ooov αφορά τα ονόματα μητέρα, Ρέα, Κυβέλη και Διν- 
δυμήνη αναμφίβολα αποδίδονταν στην ογδοάδα, ἡ οποία ή- 
ταν ο πρώτος κύβος: Kat ο κύβος είναι το στοιχείο της γης 
στο οποίο συμμετέχει ἡ Ρέα, που είναι ίδια θεότητα με TH 
Δήμητρα και λατρευόταν ὡς Κυβέλη Kar Δινδυμήνη. Όπως 
επίσης ἡ Ρέα είναι ἡ ζωογονούσα θεά, ἡ ζωή mov πηγάζει 
από αὐτή πρέπει va έχει θηλυκά χαρακτηριστικά: Apa είναι 
φανερός ο λόγος για τον οποίο ἡ ογδοάδα τιμάται ὡς ἡ πα- 
ραγωγική αἰτία τῶν θηλυκών. Το όνομα Κυβέλη, μητέρα τῶν 
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θεών, της δόθηκε επειδή ήταν ἡ αἰτία θείας ἐμπνεύυσης για 
τους μυστικιστές. 

Ἐπίσης ο ἀνώνυμος συγγραφέας μας πληροφορδί ότι ano- 
καλούσαν τον αριθμό αὐτό Ευὐυτέρπη, επειδή είναι ἡ πλέον 
μεταβλητή (μάλιστα εύὐτρεπτος) από όλους τοὺς αριθμούς μέ- 
oa στη δεκάδα, καθώς είναι αρτιάκις άρτια, και αὐτό μέχρι 
τῇ μονάδα mov είναι φυσικά αδιαίρετη΄. 

Ato το Μακρόβιο επίσης μαθαίνουμε Ott «ἡ ογδοάδα ο- 
νομαζόταν από τους Πυθαγόρειους δικαιοσύνη, επειδή είναι 
0 πρώτος αριθμός που αναλύεται σε αρτιάκις άρτιους αριθ- 
μούς, δηλαδή σε τέσσερα και τέσσερα, που το καθένα τους 
μπορξεί επιπλέον νὰ διαιρεθεί σε αριθμούς αρτιάκις άρτιους, 
δηλαδή σε δύο και δύο. H σύνθεσή της επίσης είναι της ί- 
διας ποιότητας όπως ἡ ανάλυση της διότι είναι δυο φορές 
το δύο επί δύο. Εφόσον επομένως ἡ σύνθεση της προέρχεται 
από μια άρτια LOOTHTA και ἡ ανάλυση τῆς επιστρέφει εξίσου 
μέχρι TH μονάδα, ἡ οποία de διαιρείται με ένα αριθμητικό 
λόγο, ἡ ογδοάδα επάξια κατέχει την ονομασία της δικαιο- 
σύνης εξαιτίας της ισομερούς διαίρεσης της». 


ΚΕΦΑΛΑΙ͂Ο ΧΙ 


Σχετικά μὲ τὴν εννεάδα. 


Σύμφωνα με TA ἀποσπάσματα του Νικόμαχου, ἡ evvedda 
ετιμάτο από τους Πυθαγόρειους ὡς «ρέουσα γύρω από τους 
άλλους αριθμούς εντός της δεκάδος, ὀὁπῶς ο ὠκεανός. Eni- 
σης, ονομαζόταν από εκείνους ορίζοντας, Προμηθέας και Ο- 
μόνοια, Περσεία και Ἄλιος, ανεικία καὶ ομοίωση, Hoat- 
στος και Hpa, ἡ αδελφή και σύζυγος του Δία, Εκάεργος και 
Παιάν, Νυσσηίς και Αγυιάτις, Ενυάλιος και Αγελία, Τριτο- 
γένεια και Πειθώ, Κουρήτις και Περσεφόνη, Υπερίων, Kar 
από τις Μούσες ἡ Τερψιχόρη». 

Από τις ονομασίες αὐτές, ο ὠκεανός και ο ορίζοντας εξη- 
γούνται ἀπό τον ανώνυμο συγγραφέα ὡς ξεξής: «Ότι δεν 
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μπορεί va υπάρξει κανένας αριθμός εκτός της EvvEddas και 
ότι αὐτή τους περικλείει όλους μέσα της, γίνεται φανερό α- 
TO τὴν επαναφορά τῶν αριθμών. Διότι ἡ φυσική πορεία τους 
είναι μέχρι το 9, κατόπιν λαμβάνει χώρα ἡ αναστροφή τοῦς: 
to 10 γίνεται σὰν va ήταν πάλι ἡ μονάδα. Ἔτσι, αν από κα- 
θένα από τους αριθμούς 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 και 
19 αφαιρεθεί o αριθμός 9, ot ἀριθμοί που απομένουν θα εἰ- 
ναι 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Και αντίστροφα, ἡ πρόοδος θα 
αὐξάνεται με τὴν πρόσθεση του 9. Av δηλαδή στον καθένα 
από τους αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, προστεθεί το 9, οι αριθ- 
μοί που θα παραχθούν θα εἰναι 10, 11, 12, 13, 14, κιλπ. Ο- 
μοίως, εάν αφαιρέσουμε από το 20 το διπλάσιο του 9, από 
to 30 το τριπλάσιο του 9, από το 40 το τετραπλάσιο TOD 9, 
από το 50 το πενταπλάσιο Tov 9, τότε θα παραχθούν οι αριθ- 
μοί 2, 3, 4, 5, 6, κιλπ. Ἐπίσης, ἀαφαιρώντας από το 100 το 
ενδεκαπλάσιο του 9, επιστρέφουμε πάλι στή μονάδα. Κατά 
τον ίδιο τρόπο μπορούμε va συνεχίσουμε επ' ἀπειρον. Apa, 
dev είναι δυνατό va ὑπάρχει κάποιος στοιχειώδης αριθμός 
πέραν τῆς Eevveddacs. Ὡς εκ τούτου, οἱ Πυθαγόρειοι την απο- 
κάλεσαν ὠκεανό και ορίζοντα, επειδή όλοι οι αριθμοί περι- 
λαμβάνονται σε αὐτή καὶ περιστρέφονται EVTOSG της. Tia τον 
ίδιο λόγο ονομάστηκε Ἄλιος (παρά το αλίζειν), ομόνοια και 
Περσεία, επειδή αὐτή συγκεντρώνει όλους τους ἀριθμούς 
καὶ τους συνδέει σε ἕνα, καὶ δεν επιτρέπει VA διασκορπιστεί 
ἡ ἐνώση τῶν αριθμών πέραν αυτής». 

Σχετικά με τὴν ονομασία Προμηθέας, πληροφορούμαστε 
από τον ανώνυμο συγγραφέα OTL ἡ Evvedda ἔλαβε αὐτό το 
όνομα επειδή δὲν επιτρέπει σε κανέναν αριθμό, εκτός τῶν 
evvéa που βρίσκονται στις θέσεις τῶν μονάδων, va προηγεί- 
ται αυτής (από TOV μή εάν τινά πρόσω αυτής χωρείν αριθμόν). Και 
προσθέτει: «Και αὐτό είναι εὐλογο: διότι, καθώς εἰναι τρεῖς 
φορές τέλεια, Sev επιδέχεται καμία αὐξηση: αλλά καθώς α- 
παρτίζεται από δύο κύβους, δηλαδή το | καὶ το 8, και είναι 
yn ίδια τετράγωνο, είναι ο μόνος αριθμός μέχρι τον εαυτό της 
Tov ἔχει τρίγωνο᾽ για πλευρά του». 

Ο ίδιος συγγραφέας μας πληροφορξεί ότι ἡ ἐννεάδα ονο- 
μαζόταν ανεικία εξαιτίας της ανταπόδοσης και της μετάθε- 
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Ons TOV αριθμών από αὐτή μέχρι TH μονάδα. Με αὐτό υπο- 
θέτω ότι ἀναφέρεται στην εξίσωση μέσω πρόσθεσης και α- 
φαίρεσης, τὴν οποία αναφέραμξ προηγουμένως στὸ κεφά- 
AQLO σχετικά με την πεντάδα. Και λέει ότι ίσως ονομάστηκε 
ομοίωση δπειδή TO 9 είναι ο πρώτος περιττός τετράγωνος a- 
ριθμός. Λέγεται δε ότι το είἰδος Tov περιττού αριθμού είναι 
εξομοιωτικό μέσῳ του όλου TOD, ενώ το είἰδος του άρτιου α- 
ριθμού είναι ανόμοιο. Ἐπιπλέον, ο τετράγωνος αριθμός είναι 
εξομοιωτικός, ενώ ο ετερομήκης είναι ανόμοιος. Ίσως πάλι 
ονομάστηκε ἔτσι, επειδή είναι κυρίως ὁμοια προς την πλευ- 
pa της. Διότι, OMG ἡ πλευρά της κατέχει τὴν τρίτη θέση στη 
φυσική ακολουθία τῶν αριθμών, ομοίως ἡ εννεάδα είναι ο 
τρίτος αριθμός σε μιὰ πρόοδο σύμφωνη LE αναλογία. 

Και συνεχίζει λέγοντας πῶς ονομάστηκε Ἤφαιστος επει- 
δή ἡ πορεία τῶν αριθμών μέχρι το 9 είναι όπως ἡ πορεία 
τῶν πραγμάτων που αποσυντίθενται από τη φωτιά μέχρι τη 
σφαίρα του πυρός (δηλαδή τὴν κορυφή του αέρα). Ονομά- 
otnks de Ήρα, επειδή ἡ σφαίρα tov αέρα κατατάσσεται 
σύμφωνα με ALTOV τον αριθμό. Και την ἀαποκάλεσαν αδελφή 
και σύζυγο του Δία, εξαιτίας της σύνδεσης της με TH μονά- 
da: ενώ Exdepyo” επειδή εμποδίζει τὴν παραπέρα πρόοδο 
τῶν αριθμών (από τοῦ είργειν την εκάς πρόβασιν του αριθμού). To 
επίθετο Νυσσηίς κατά τον ανώνυμο συγγραφέα είναι Νυσ- 
σηίτα: και μας πληροφορεί ότι ἡ EvvEdda ονομάστηκε ἔτσι, 
ἐπειδή διεισδύει" (από TOV επινύσσαν) και κατατάσσεται σαν 
κάποιο Opto στὴν πρόοδο τῶν αριθμών. 

O Μαρτιάνους Κάπελα pas mAnpogopsi ότι ἡ επωνυμία 
Ἐνυάλιος, ἡ οποία υποδηλώνει τον Apyn, δόθηκε στὴν EvvEd- 
δα, ἐπειδή είναι To άκρο THS πρώτης σειράς τῶν αριθμών 
(δηλαδή τῶν αριθμών της δεκάδας): Kat ότι TO τέλος όλων 
τῶν πραγμάτων προέρχεται από τον Ἄρη. Όσο για τα επί- 
θετα Κουρήτις και Περσεφόνη, μαθαίνουμε από τον ανώνυ- 
Ho συγγραφέα ότι ἡ ἐννεάδα κατέχει αὐτές τις ονομασίες ε- 
πειδή απαρτίζεται από τρεῖς τριάδες: ἡ τριάδα σχετίζεται τό- 
oo με τους Κουρήτες όσο καὶ μὲ την Περσεφόνη. Από τον 
ίδιο συγγραφέα μαθαίνουμε ότι ονομάστηκε Yaepiwv, επει- 
δή προχώρησε os ένα μέγεθος που ὑπερβαίνει τους άλλους 
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ἀριθμούς (μέσα στη δεκάδα): και Τερψιχόρη, επειδή τρέπει 
και προκαλεί τὴν ETAVAMOPG και TH σύγκλιση τῶν παραγω- 
γικών APYOV σὰν σε κυκλικό χορό (από τού τρέπειν καὶ ὡς χο- 
ρόν ανακυκλούν την τῶν λόγων παλιμπέτειαν και σύνευσιν). Ο (- 
διος συγγραφέας μας πληροφορδεί ότι ονομαζόταν και Τελε- 
σφόρος, ἤ φέρουσα σε τέλος, επειδή τελειοποιεί και ολο- 
κληρώνει τους γόνους TOV γεννιούνται σε EVVEM LIVES καὶι 
επίσης τέλεια, ἐπειδή παράγεται από τὴν τριάδα, ἡ οποία 
είναι τέλεια. H evvedda ομοίως μπορεί va ειπωθεί ότι είναι 
τελειοποιός, όπῶς μαθαίνουμε από τον Πρόκλο στο Υπόμνη- 
μα εἰς tov Πλάτωνος Τίμαιον, σελ. 298, «επειδή αὐτή ολο- 
κληρώνει TH δημιουργία της γένεσης». Διότι, λέει ο ἰίδιος, 
«αὐτός ο αριθμός αρμόζει otn γένεση (δηλαδή στο επίγειο 
βασίλειο): εφόσον αὐτή προχωρά από TH μονάδα μέχρι τους 
τελευταίους αριθμούς χωρίς παλινδρόμηση: και αυτή είναι ἡ 
ιδιαιτερότητα της γένεσης». Αρκετά λοιπόν μὲ τις ονομασίες 
τῆς evveddac. 


KE®AAAIO XII 


Σχετικά μὲ τῇ δεκάδα. 


Η δεκάδα, σύμφωνα με τὰ ἀποσπάσματα του Νικόμαχου, 
ονομαζόταν από τοὺς Πυθαγόρειους, «κόσμος, ουρανός, ει- 
μαρμένη, αιωνιότητα, κράτος, πίστη, ἀνάγκη, Ἄτλας, ακατα- 
πόνητη, Θεός, Φάνης, ο ήλιος, Ovpavia, μνήμη και Μνη- 
μοσύνη». 

O ανώνυμος συγγραφέας μας πληροφορδξί ότι ἡ πρώτη α- 
πό QUTEG τις ονομασίες, κόσμος, δόθηκε ot δεκάδα «διότι 
όλα Ta πράγματα είναι διευθετημένα σύμφωνα με αὑτήν, τό- 
σο καθολικά όσο και μερικά». Και όπως παρατηρεί o Πρω- 
τοσπαθάριος (otic Ἡμέρες του Ἡσιόδου) ονομάστηκε δεκά- 
δα, διότι περιέχει μέσα της κάθε αριθμό (ώς δεχομένην πάντα 
αριθμόν ἐφ' εαυτού). O Πρόκλος ομοίως μας πληροφορδξί ότι 
«ἡ δεκάδα, όὀπῶς λέει ο Πυθαγόρειος ύμνος, αὐτός ο θείος 
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αριθμός προχωρά από Ta άφθαρτα καταφύγια της μονάδας, 
μέχρις ότου φθάσει στη θεία τετράδα, ἡ οποία γέννησε TH 
μητέρα όλων τῶν πραγμάτων, τα πάντα δεχόμενη, σεβάσμια, 
όριο όλων τῶν πραγμάτων, αναλλοίωτη και ακαταπόνητη, 
Tov και οι αθάνατοι Θεοί όσο Kat οι γεννημένοι στή γη άν- 
θρῶποι ονομάζουν ϊτερή δεκάδα». Και ο Πρόκλος προσθέτει 
ότι «Nn μονάδα και TA άφθαρτα καταφύγια της VTOSHAM®VODV 
σε αὐτούς τους στίχους εκείνη τὴν ἀμετάβλητη και απόκρυ- 
on αἰτία, το ένα Ov (που χαρακτηρίζεται δηλαδή από το ἕνα 
καὶ που είναι ἡ κορυφή της νοητικής τάξης), ενώ ἡ θεία τε- 
τράδα είναι ἡ εξέλιξη προς TO φῶς τοῦ νοητικού πλήθους, 
Tov αποκαλύπτεται από τη δυάδα, που είναι ἀνάμεσα στη 
μονάδα καὶ τὴν τετράδα, και ἡ δεκάδα είναι ο κόσμος, που 
δέχεται τις εἰκόνες όλων τῶν θείων αριθμών, που ουράνια 
μεταδίδονται σε αὐτήν»᾽. 

H δεκάδα ονομάστηκε οὐρανός, όπως μαθαίνουμε από 
τον ἀανώνυμο συγγραφέα, «διότι είναι το τελειότατο όριο του 
αριθμού Kal πήρε το όνομα δεκάς, σὰν va ήταν δεχάς, δέ- 
κτης, όπως ακριβώς ο οὐὔρανός είναι ὑυποδοχέας όλων τῶν 
πραγμάτων». Όσον αφορά το επίθετο ειμαρμένη, πληροφο- 
ρούμαστε από τον ίδιο συγγραφέα ότι «αποκαλούσαν ἔτσι TH 
δεκάδα επειδή Sev ὑπάρχει καμία ιδιότητα, οὔτε στους αριθ- 
μούς, OVTE στὰ πράγματα που VAAPYOVV σύμφωνα προς TH 
σύνθεση Tov αριθμού, που va μὴν περιέχεται EV σπέρματι 
μέσα στη δεκάδα και τους ἀριθμούς εντός της. Αὐτή εκτείνε- 
ται HE συνοχή και συνέχεια στοὺς αριθμούς που έπονται. Ἐ- 
TOL είναι εἱμαρμένη, καθώς απομακρύνεται από TH μονάδα 
συγκροτημένα και ορθά διευθετημένη». Ομοίως, OmM@>o ἡ δε- 
κάδα εμπεριέχει κάθε αριθμό και οι αριθμοί είναι άπειροι, 
πιθανώς εξαιτίας αυτού επονομάστηκε ALMVLOTHTA: διότι αι- 
ὠνιότητα sivat ἡ άπειρη ζωή. Λέω πιθανώς, διότι ο Μεούρ- 
σιους AVONTA παραλείπει τους λόγους που αναφέρονται από 
τον ἀνώνυμο συγγραφέα για AVTES τις ονομασίες, OTM C επί- 
ons γιὰ εκείνες της πίστης καὶ της ἀνάγκης. Ooo για τὴν 
ονομασία Ἄτλας, ο ανώνυμος συγγραφέας παρατηρξδί ότι «H 
δεκάδα ἔλαβε αὐτό το όνομα ὡς μνεία στον Τιτάνα AtAa- 
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VTa, ο οποίος μυθολογείται ότι στηρίζει τους οὐρανούς πάνω 
στους ώμους του. O Όμηρος αναφέρει για αὑτόν: 


Και οι ψηλές στήλες που πάνω τους TH YN 
αὐτός σηκώνει, 

στον ἔναστρο θόλο καταλήγουν 

καὶ τις σφαίρες στηρίζουν. 


Αλλά nN δεκάδα διαφυλάσσει THV αἰτία ή τις παραγοωγικές 
αρχές τῶν σφαιρών, σὰν κάποια διάμετρος, συμπλεκόμενη 
και εμπεριέχουσα AVTEG με TOV πιο συγκροτημένο τρόπο». 

Ooov αφορά το ὀόνομα Φάνης, καθώς ἡ δεκάδα ονομά- 
στηκε κόσμος και καθώς ο Φάνης, που ὑπάρχει ὡς TO άκρο 
της νοητής τάξης, εἰναι τὸ παράδειγμα του κόσμου, είναι φα- 
νερός ο λόγος για τον οποίο τῆς ἀποδόθηκε αὐτή ἡ επωνυ- 
μία. Μπορούμε ὃε va προσθέσουμε ότι ο Φάνης, ο οποίος 
είναι το αυτόζωον του Πλάτωνα, εμπεριέχει τις πρώτες ιδέ- 
ες, Ol οποίες είναι τέσσερις και TO 4 είναι παραδειγματικούς 
H aittatas το 10. Από τον ανώνυμο συγγραφέα μαθαίνουμε 
ότι τὴν ἀαποκαλούσαν κράτος, επειδή οι επίγειες φύσεις πυπο- 
στηρίζονται από αὐτήν και επειδή αὐτή φαίνεται να κυβερνά 
τους ἄλλους αριθμούς. Είἰναι επίσης οχυρό και δέκτης όλων 
τῶν AITIOV ή παραγωγικών apyov, από ὀπου καὶ καλείται 
κλειδούχος. Ομοίως, σύμφωνα με τον Κεδρηνό, «ονομάστη- 
Ke κλαδούχος ἡ φέρουσα τοὺς κλάδους, επειδή όλοι ot 
αριθμοί (κατόπιν αυτής) βλαστάνουν από αὐτήν, σαν κλα- 
διά». Σύμφωνα με τον Ανατόλιο, καθώς μαθαίνουμε από τον 
ανώνυμο συγγραφέα, «ἡ δεκάδα ονομάστηκε κράτος Kal πα- 
ντέλεια, ἐπειδή αὐτή οριοθετεί κάθε αριθμό, εμπεριέχοντας 
τῇ φύση TOV άρτιου και TOD περιττού, TOV κινητού και TOD 
ακίνητου, TOV κακού καὶ του αγαθού». Τέλος, σύμφωνα με 
τον Χαλκίδιο στον Τίμαιο τοῦ Πλάτωνα, ἡ δεκάδα ονομά- 
στηκε από τοὺς Πυθαγόρειους το πρώτο τετράγωνο, επειδή 
αὐτή αποτελείται από τους πρώτους τέσσερις αριθμούς, 1, 2, 
3 Kat 4. 


Ἔχουμε ήδη παρατηρήσει ότι όλοι ot ἀριθμοί περιστρέ- 
φονται στον αριθμό 9 -εξαιτίας αὐτού ονομάστηκε από τους 
Πυθαγόρειους ὠκεανός και ορίζοντας- mote αυτός εἰναι 
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πράγματι παρωνύμιο της μονάδας. Ὡς εκ τούτου, μπορεί va 
gavel περίεξργο ότι kat ἡ δεκάδα θα πρέπει va θεωρείται 
αἀνάλογη προς τή μονάδα. Ο λόγος εντούτοις για αὐτό εἰναι 
ότι ο πρώτος γόνος της μονάδας είναι ομοίως ἡ μονάδα, η 
οποία περιέχει πιο εκτεταμένα όλα όσα υφίστανται με με- 
γαλύτερη συστολή και OAV ὑυπήρχαν EV σπέρματι στὴν προη- 
γούμενη μονάδα. Ἐπομένως, τόσο ἡ evvedda doo Kat ἡ δε- 
κάδα είναι μονάδες: αλλά στην πρώτη όλοι οι αριθμοί υπάρ- 
χοῦν TLO συνεκτικά, ενώ στὴν τελευταία περισσότερο δια- 
σκορπισμένα και διαχωρισμένα. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ XIII 


Σχετικά μὲ τις ιδιότητες τῆς μονάδας. 


Ἔχοντας λοιπόν ἀποκαλύψει TH σημασία τῶν περισσότε- 
ρῶν ονομάτων που ot Πυθαγόρειοι ἔδιναν στοὺς αριθμούς 
μέχρι TH δεκάδα, στη συνέχεια θα παρουσιάσω στον ανα- 
γνώστη ορισμένες ιδιότητες αυτών τῶν αριθμών, ὀπὼς ἐχουν 
ανακαλυφθεί εν μέρει από τοὺς ἀρχαίους καὶ EV μέρει από 
μένα. Oa αρχίσω, ὀπὼς ἡ τάξη απαιτεί, με τις ἰδιότητες της 
μονάδας. 

Ἔχουμε δείξει λοιπόν, από τον Αριστοτέλη στὴν πραγμα- 
τεία του Περί Πυθαγορείων, ότι ἡ μονάδα είναι κατ' ουσίαν, 
δηλαδή αἰτιατώς, τόσο περιττή OOO καὶ ἀρτια: γιατί προστι- 
θέμενη στον περιττό παράγει τον άρτιο αριθμό και αντίστοι- 
χα προστιθέμενη στον άρτιο παράγει τον περιττό αριθμό. Ev 
συνεχεία, ο Πλούταρχος στὰ Πλατωνικά Θέματα, παρατη- 
psi ότι ἡ μονάδα είναι ένας τριγωνικός αριθμός (ev δυνά- 
Wel)" διότι, εαν οποιοσδήποτε τριγωνικός αριθμός πολλαπλα- 
σιαστεί μὲ To ὃ καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, TO 
άθροισμα θα είναι ένας τετράγωνος αριθμός. Tia παράδειγ- 
μα, 3x8=24 και 24+1=25, ἕνας τετράγωνος αριθμός, 
6 x 8=48 και 48:11] =49. Αλλά το ίδιο ισχύει και για TH μονά- 
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da, δηλαδή 1x 8=8 καὶ 8+1=9 ο οποίος είναι τετράγωνος 
αριθμός. 

Είναι επίσης γνωστό στους μαθηματικούς ότι εάν οποιοσ- 
δήποτε πενταγωνικές αριθμός πολλαπλασιαστεί με TO 24 και 
στο γινόμενο προστεθεί ἡ μονάδα, το ἀθροισμα θα είναι é- 
νας τετράγωνος αριθμός. “Etot, 5 x 24=120 kor 1204+1=121, 
TO TETPAY@VO Tov 11. Exions, 12x 24 = 288 και 288 + 1 = 289, 
TO τετράγωνο Tov 17. To ίδιο ἰσχύει και σε άλλα παραδείγ- 
ματα. Το ίδιο επίσης ισχύει Kat oT μονάδα: διότι 24χ 1 - 24 
kat 24+ 1=25, to τετράγωνο tov 5. Ουσιαστικά ἡ μονάδα εἰ- 
ναι επίσης, ev δυνάμει ή αιἰτιατώς, Evac πενταγωνικός αριθ- 
μός. 

Ἔχω επίσης ανακαλύψει ότι μπορεί va δειχθεί ότι ἡ μο- 
νάδα είναι τριγωνική, τετραγωνική, πενταγωνική κ.-λπ. πυρα- 
μίδα. Ἔτσι, για παράδειγμα, ot αριθμοί 1, 4, 10, 20, 35, K.Aq. 
είναι τριγωνικές πυραμίδες. Or αριθμοί 1, 5, 14, 30, 55 
κιλπ., είναι τετραγωνικές πυραμίδες. Or αριθμοί 1, 6, 18, 40, 
75, κιλπ., είναι πενταγωνικές: και ot αριθμοί 1, 7, 22, 50, 95, 
κιλπ. είναι Ol πρώτες εξαγωνικές πυραμίδες. 


Αλλά 4x1 Kat +1=5 ο δεύτερος 
4x4 καὶ +1 =17 ο πέμπτος } εξαγωνικός γνώμων 
4x10 καὶ +1=41 ο ενδέκατος 


κιλπ. 
5x1 καὶ +1 =6 ο δεύτερος 
5x5 καὶ +1 =26 ο έκτος ENTAYOVIKOS γνώμων 
5 x 14 καὶ +1=71 ο δέκατος 
πέμπτος 
κιλπ. 


7x1 καὶ +1=8 ο δεύτερος 
7x6 καὶ +1=43 ο έβδομος ἐννεαγωνικός γνώμων 
7x 18 καὶ 11- 127 ο δέκατος 
έβδομος 
κιλπ. 
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8x1 καὶ +1=9 ο δεύτερος 
8x7 καὶ +1=57 ο ὀγδοος } sonoma γνώμων 
ὃ χ 22 και 1|] =177 ο εἰκοστός 
τρίτος 
κιλπ. 

Ἐπιπροσθέτως, o1 αριθμοί 1, 2, 3, 4, 5, 6, κιλπ., είναι τρι- 
γωνικοί γνώμονες και ἔχω ανακαλύψει ότι μπορεί va απο- 
δειχθεί ότι ἡ μονάδα εἰναι εν δυνάμει καθένας από αυτούς. 
Διότι, 

2Χ1 καὶ 11 =3 
2 Χ2και Ἐ1 Ξ 5 
2χ3 και 1 Ξ 7 
2x4 και +1=9 
2x5 καὶ +1 =11 


γνώμονες τετραγώνων 


3x1 καὶ +1=4 
3x2 και 1 Ξ 7 
3x3 και 1-Ξ10 
3χ4 καὶ +1= 13 
3x5 καὶ 11 = 16 


γνώμονες πενταγώνων 


4χΧ2 καὶ 6] Ξ 9 
4Χχ3 καὶ 1 = 13 
4χ4 και +1=17 
4 χ 5 καὶ Ἐ] =21 


γνώμονες εξαγώνων 


5Χ1 και] =6 
5Χ2 καὶ +l=11 
5x3 και Ἐ] = 16 
5x4 καὶ Ἐ]Π = 21 
5x5 καὶ Ἐ] = 26 


γνώμονες ENTAYOVOV 


κιλπ. 
κιλπ. 
4Χ1 καὶ 1] Ξ 5 | 
κιλπ. 
κιλπ. 
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6x1 K«av+l =7 
6x2 ka. +1=13 
6x3 και 61 = 19 γνώμονες OKTAYOVOV 
6x4 και Ἐ|] = 25 
6x5 και 11] =31 


κιλπ. 


Το ίδιο ἰσχύει καὶ για τους υπόλοιπους, κάτι που αποδει- 
κνύει ETAPKEOTATA ότι ἡ μονάδα εἰναι αιτιατώς κάθε αριθ- 


μός. 


KE®AAAIO XIV 


Σχετικά με τις ιδιότητες τῆς δυάδας καὶ τῆς τριάδας. 


Η δυάδα, όπως θαυμάσια mapatynpsi ο Πρόκλος στα Ly6- 
dia τον πάνω στον Ευκλείδη, εἰναι ο μέσος ἀνάμεσα στη μο- 
νάδα και τον αριθμό. Διότι ἡ μονάδα, λέει, παράγει περισ- 
σότερο μὲ πρόσθεση παρά με πολλαπλασιασμό᾽ αντίθετα, ο 
αριθμός αὐξάνεται περισσότερο μὲ πολλαπλασιασμό παρά 
με πρόσθεση: καὶ n δυάδα, site πολλαπλασιαστεί είτε προ- 
στεθεί με τον εαυτό τῆς, παράγει ton ποσότητα. Ἔτσι, ορι- 
σμένοι από τους ἀρχαίους θεωρούν ότι το όνομα τῆς προέρ- 
χεται από το δύναι, ἐπειδή ο αριθμός αρχίζει από εκεί va 
εἰσχωρεί oto πλήθος. Tia αὐτό, επίσης, ονομάστηκε Ρέα, η 
οποία υποδηλώνει κάποια ροή, διότι από εκεί ἀαπορρέουν τὰ 
ρεύματα, δηλαδή ot πρόοδοι του πλήθους. Ἐπιπλέον, ἡ δυά- 
δα, όπως παρατηρεί ο Μαρτιάνους Κάπελλα, είναι ἡ μητέρα 
τῶν στοιχείων διότι TO 4 είναι ο γόνος του 2. Eivat επίσης ἡ 
πρώτη μορφή του άρτιου αριθμού. Ομοίως, ἡ εβδομάδα 64, 
που είναι και τετράγωνο και κύβος, παράγεται από ἕνα συ- 
νεχή πολλαπλασιασμό με TO 2 αρχίζοντας από τη μονάδα, 
όπως θα δείξουμε όταν θα συζητήσουμε τις ιδιότητες του α- 
ριθμού 7. Και όπῶς 0 θέων ο Σμυρναίος παρατηρεί᾽, ἡ ὕλη, 
κάθε αἰσθητή φύση, ἡ yéveon, ἡ κίνηση, ἡ adénon, n σύνθε- 
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on, ἡ σύνδεση και σχέση, υφίστανται σύμφωνα προς TH δυά- 
δα. Τέλος, ὀπῶς είναι φανερό από TO προηγούμενο κεφά- 
λαϊιο, ξεαν TO 2 πολλαπλασιαστεί HE οποιονδήποτε τριγωνικό 
γνώμονα και στο γινόμενο προστεθεί ἡ μονάδα, το άθροισμα 
θα εἰναι πάντοτε ο γνώμονας ενός τετραγώνου. 

Από την ἐνώση τῆς δυάδας με TH μονάδα γεννάται η τριά- 
δα, ἡ οποία, λέει ο Θέων ο Σμυρναίος, είναι ο πρώτος αριθ- 
μός που έχει apyn, μέση και τέλος. Και προσθέτει: «Συνε- 
πώς είναι ο πρώτος αριθμός για τον οποίο διατυπώθηκε ἡ 
λέξη όλον. Διότι δὲ χρησιμοποιούμε TH λέξη όλον για αριθ- 
μούς μικρότερους τοῦ τρία, αλλά λέμε το Eva Kat Ta δύο. 
Ἐπίσης, με τον αριθμό αὐτό δημιουργούμε συμφωνίες, δηλώ- 
VOVTOG HE αὐτό ότι αἰτούμεθα κάθε καλό. Ομοίως, αποκα- 
λούμε εκείνους που είναι από κάθε ἀποψη αξιοθρήνητοι, 
τρισάθλιους, και εκείνους που είναι από κάθε άποψη EvAO- 
γημένοι, τρισευλογημένους. Η πρώτη αρχή τῆς επιφάνειας 
προέρχεται από aAvTOV τον αριθμό. Διότι ἡ πρώτη υπόσταση 
αὐτής είναι το τρίγωνο: και ξεξξαιτίας avtod ὑπάρχουν τρία 
εἰδη τριγώνου, το LOOTAEVPO, το ισοσκελές και το σκαληνά. 
Ομοίως ὑπάρχουν τρία είδη γωνιών, ἡ ορθή, η οξεία και y 
αμβλεία. Η ορθή γωνία ορίζεται από tH φύση της μονάδας 
και ATOTEAEITAL από TO too καὶ το ὀμοιο. Tia τούτο, όλες οἱ 
ορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους, όντας τα μέσα ἀνάμεσα 
στὴν οξεία καὶ την αμβλεία, στο ὑπερβάλλον και το ὑῃτπερ- 
βαλλόμενο. Αλλά οι άλλες γωνίες είναι άπειρες και αόρι- 
στες: διότι ἀαπαρτίζονται από την ὑπερβολή καὶ την ἐλλειψήη. 
Ἐπίσης, ἡ τριάδα, όταν προστίθεται μὲ τή μονάδα Kat TH 
δυάδα, παράγει το 6, που είναι ο πρώτος τέλειος αριθμός, 
όντας ίσο προς Ta μέρη του. Και αὐτός ο τέλειος αριθμός, 
όταν προστεθεί στο πρώτο τετράγωνο, ποῦ είναι το 4, παρά- 
YEl TH δεκάδα». 

Σύμφωνα πάντα με τους Πυθαγόρειους, ὀπὼῶς προηγουμέ- 
vas παρατηρήσαμε᾽᾽, κάθε μεταβίβαση θείων και θνητών υ- 
ποθέσεων επιτελείται μέσο» εκπομπής καὶ VTOSOYNS καὶ E- 
δραιώνεται μέσω της ἀαποκατάστασης. Κατά κάποιον τρόπο 
Ta αιθερικά σώματα διασπείρονται, ol επίγειες φύσεις μπο- 
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ρούμε va πούμε OTL λαμβάνουν (τις αιθερικές εκροές) KOI ἢ 
αἀποκατάσταση᾽᾽ ὲ επιτελείται μέσω τῶν ενδιάμεσων φύσεων. 

Xe δύο οποιουσδήποτε αριθμούς, site ο ένας από τους 
δύο, site το άθροισμα τους, site ἡ διαφορά τους, διαιρείται 
ue το 3. Tia παράδειγμα, από τους δύο αριθμούς 6 Kat 5, το 
6 διαιρείται με To 3: τῶν 11 καὶ 5 ἡ διαφορά 6 διαιρείται με 
to 3: καὶ τῶν 7 και 5 το άθροισμα 12 διαιρείται με το 3. To 
τετράγωνο Tov 3 επίσης, το 9, ἔχει την εξής ιδιότητα, ότι TO 
4, το τετράγωνο Tov 2, είναι το άθροισμα τῶν διαιρετών του, 
1 Kat 3. 

Ἐπιπλέον, av οποιοσδήποτε τριγωνικός γνώμονας πολλα- 
πλασιαστεί με TO 3 και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, TO 
άθροισμα θα είναι ο γνώμονας ενός πενταγώνου, όπως γίνε- 
ται φανερό από όσα αναφέρθηκαν oto κεφάλαιο XIII. Τέ- 
λος, αν οποιοσδήποτε γνώμονας τετραγώνου, δηλαδή αν ο- 
ποιοσδήποτε από τους αριθμούς 1, 3, 5, 7, 9 κιλπ. πολλαπλα- 
σιαστεί με το 3 καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, TO 
άθροισμα θα είναι ένας πενταγωνικός γνώμονας, όπως δεί- 
ἕαμε προηγουμένως στο κεφάλαιο για τοὺς πολυγωνικούς α- 
ριθμούς. Tia παράδειγμα: 

3x1 καὶ +1 =4 ο δεύτερος 

3x3 καὶ +1=10 ο τέταρτος πενταγωνικός γνώμων 
3x5 καὶ +1 = 16 0 έκτος 

3x7 καὶ +1=22 0 όγδοος 


KE®AAAIO XV 


Σχετικά μὲ tig ιδιότητες τῆς τετράδας 
τῆς πεντάδας καὶ τῆς εἔξάδας. 


Egooov ἔχουμε ήδη αναφέρει πάρα πολλά για τὴν τετρά- 
δα στο κεφάλαιο σχετικά LE τις ονομασίες της, θα προσθέ- 
σουμξε εδώ λίγες μόνο παρατηρήσεις τῶν ἀρχαίων. Ο Θέων, 
στο ἀπόσπασμα που ἐχουμε παραθέσει από αὐτόν σχετικά 
He τὴν τετρακτύν, ἔχει σχεδόν εξαντλήσει το θέμα. Oa προ- 
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σθέσωῳ μόνο OTL TO TETPAYOVO του αριθμού αυτού κατέχει δι- 
άστημα ίσο με το μήκος τῶν πλευρών Tov”. Διότι οι πλευρές 
είναι συνολικά 4, που ἡ καθεμία είναι 4, και το τετράγωνο 
αὐτού είναι 16. Η τετράδα όμως παράγεται και από την πρό- 
σθεση Tov 2 με τον EALTO TOV και από τον πολλαπλασιασμό 
του 2 με τον EAVTO του, και για αὐτό το λόγο, καθώς πληρο- 
φορούμαστε από τον Καμεράριους, και όπὼῶς προηγουμένως 
παρατηρήσαμε, ονομάστηκε από τοὺς Πυθαγόρειους δικαιο- 
σύνη: ἡ ουσία της δικαιοσύνης ἔγκειται στὴν ισότητα. Ἔχω 
ἐπίσης ανακαλύψει ότι αν το 4 πολλαπλασιάσει οποιονδήπο- 
τε τῆς ἀκολουθίας τῶν τετράγωνων 1, 4, 9, 25, κιλπ. και ἢ 
μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροισμα θα εἰναι ένας 
εξαγωνικός γνώμων. Διότι, 

4x1 καὶ Ἐ|- - 5 ο δεύτερος 

4x4 καὶ +1=17 ο πέμπτος εξαγωνικός γνώμων 

4x9 καὶ +1 =37 ο δέκατος 

κιλπ. 

Παρατήρησα επίσης ότι av το 4 πολλαπλασιάσει οποιῖον- 
δήποτε γνώμονα τετραγώνου καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γι- 
νόμενο, το άθροισμα θα είναι ἕνας εξαγωνικός γνώμων. Διό- 
τι, 

4x1 καὶ +1=5 ο δεύτερος 
4x3 καὶ +1=13 ο τέταρτος εξαγωνικός γνώμων 
4x5 καὶ +1 =21 ο ἕκτος 
κιλπ. 

Και πάλι, εάν το 4 πολλαπλασιάσει οποιοδήποτε πεντά- 
γῶνο καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το ἀθροισμα ο- 
μοίως θα είναι ένας εξαγωνικός γνώμων. Έτσι, 

4x1 καὶ +1=5 ο δεύτερος 
4x5 καὶ +1 =21 ο έκτος 
4x 12 καὶ +1 =49 ο δέκατος τρίτος 
4x22 kat +1 =89 ο εἰκοστός τρίτος 


εξαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 
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Ἐπιπλέον, av to 4 πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε γνώμο- 
να πενταγώνου και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το ά- 
θροισμα θα είναι ένας εξαγωνικός γνώμων. Διότι, 

4Χ 1 καὶ 11-Ξ5 ο δεύτερος 

4χ4 και +1=17 ο πέμπτος 

4x 7 καὶ Ἐ| = 29 0 όγδοος 
4x 10 καὶ +1 = 4] ο ἐνδέκατος 


εξαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 

Ἐπίσης av το 4 πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε τριγωνικό 
αριθμό και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το ἀθροισμα 
θα είναι ἕνας εξαγωνικός γνώμων. Διότι, 

4x1 καὶ +1=5 ο δεύτερος 
4x3 καὶ +1 =13 ο τέταρτος 
4x 6 καὶ +1 = 25 ο έβδομος 
4x 10 καὶ +1 = 4] ο ἐενδέκατος 


εξαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 

Τέλος, αν το 4 πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε από τοὺς 
αριθμούς σε μια φυσική ακολουθία 1, 2, 3, 4, 5, κιλπ., καὶ ἡ 
μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροισμα ομοίως θα si- 
ναι ένας εξαγωνικός γνώμων, όπως γίνεται φανερό από όσα 
αναφέρθησαν στο τέλος του κεφαλαίου XIII. 

Η πεντάδα, κατά πρώτον, καθώς ο Μαρτιάνους Κάπελλα 
Tapatynpsi, site συνδυαστεί με άλλους περιττούς αριθμούς, 
cite με εκείνους του είδους της, πάντοτε εμφανίζεται ἡ ίδια. 
Έτσι, 5x 5=25, 3x 5=15, 7x 5=35, 9x 5=45: o€ όλα αὐτά τὰ 
γινόμενα το τελευταίο ψηφίο είναι to 5. Και προσθέτει: «Y- 
πάρχουν πέντε ζώνες της γης. Στον άνθρωπο επίσης vadp- 
χοῦν πέντε αϊισθήσεις. Και πέντε sidy κατοικούν στη yn, δη- 
λαδή άνθρωποι, τετράποδα, ερπετά, πτηνά και υδρόβια 
Coa». Ἐπίσης, υπάρχουν πέντε καθοδικά φαινόμενα (κατά- 
φοροι), δηλαδή χιόνι, υγρασία, χαλάζι, βροχή Kat πάχνη, και 
άλλα τόσα ανοδικά (αναφοραί) από TH yn και το νερό, δη- 
λαδή ατμός, καπνός, σύννεφα, ομίχλες και ο ἄνεμος TOV ο- 
νομάζεται τυφώνας ή ανεμοστρόβιλος. 
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Me βάση όσα ανέφερα oto κεφάλαιο XIII, είναι φανερό 
ότι αν το 5 πολλαπλασιαστεί HWE οποιαδήποτε τετραγωνική 
πυραμίδα, καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροι- 
σμα θα είναι ένας επταγωνικός γνώμων. Διότι, 

5x 1 καὶ +1=6 ο δεύτερος 

5x 5 καὶ 1| = 26 ο έκτος ENTAYOVIKOG γνώμων 

5x 14 καὶ +1=71 ο δέκατος πέμπτος 


K.AT. 


Exions, av to 5 πολλαπλασιαστεί με οποιονδήποτξε τριγω- 
νικό γνώμονα, Kat ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το G- 
θροισμα θα είναι ένας επταγωνικός γνώμονας. Διότι, 

5x1 καὶ +1=5 ο δεύτερος 
5x2 καὶ +1=11 0 τρίτος 
5x3 καὶ +1=16 0 τέταρτος ENTAYOVIKOG γνώμων 
5 x 4 καὶ +1 = 21 ο πέμπτος 
5 x 5 καὶ +1 = 26 0 έκτος 


κιλπ. 

Ἐπιπλέον, διαπίστωσα ότι αν το 5 πολλαπλασιαστεί LE ο- 
ποιονδήποτε εξαγωνικό γνώμονα και στο γινόμενο προστε- 
θεί ἡ μονάδα, το ἀθροισμα επίσης θα είναι ένας επταγῶνι- 
κός γνώμων. Διότι, 

5x 1 καὶ Τ|] =6 0 δεύτερος 

5x5 καὶ +1 =26 ο έκτος 
5x9 και +1 =46 ο δέκατος 
5x 13 καὶ +1 =66 ο δέκατος τέταρτος 


ENTAY@VIKOG γνώμων 


κιλπ. 


Ομοίως, sav το 5 πολλαπλασιαστεί WE οποιοδήποτε εξά- 
YOVO και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροισμα Ba 
είναι πάλι ένας EATAY@VIKOS γνώμων. Ἔτσι, 

5x 1 καὶ +1=6 ο δεύτερος 

5x6 καὶ +1=31 ο ἕβδομος } ENTAYOVIKOG γνώμων 

5x 15 καὶ +1=76 ο δέκατος ἕκτος 


κιλπ. 
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Ἐπιπροσθέτως, av το 5 πολλαπλασιαστεί WE οποιοδήποτε 
από ta τετράγωνα 1, 4, 9, 16, κιλπ. και ἡ μονάδα προστεθεί 
στο γινόμενο, το άθροισμα θα είναι επίσης ένας επταγῶνι- 
κός γνώμων. Διότι, 

5x1 καὶ +1=6 ο δεύτεροι 

5Χ4 καὶ +1=21 ο πέμπτος ENTAY@VIKOG γνώμων 

5x9 καὶ +1=46 ο δέκατος 


κιλπ. 


Τέλος, αν το 5 πολλαπλασιαστεί με οποιονδήποτε γνώμο- 
Va τετραγώνου και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το ά- 
θροισμα θα είναι ένας επταγωνικός γνώμων. Διότι, 

5Χ1 καὶ +1=6 ο δεύτερος 

5x3 καὶ +1=16 ο τέταρτος ENTAY@VIKOG γνώμων 

5x5 καὶ +1=26 ο ἔκτος 


κιλπ. 

Ooov αφορά την εξάδα, είναι ο πρώτος τέλειος αριθμός 
εν svepysia, όντας ion προς το άθροισμα τῶν μερών τῆς. 
Κατά κάποιον τρόπο αὐτή συμπεριλαμβάνει το 3, το οποίο 
προηγείται αυτής και εἰναι επίσης αξιομνημόνευτο για τὴν 
τελειότητά του. Διότι 2+2+2=6. Ομοίως, to άθροισμα ο- 
ποιωνδήποτε τριών αριθμών, που υπερβαίνει ο ένας τον GA- 
λο κατά τη μονάδα, μπορεί va διαιρεθεί με 3 H 6. Επίσης, το 
εμβαδόν Tov πρώτου ορθογώνιου τριγώνου που o1 πλευρές 
του είναι σύμμετρες είναι 6, όὀπὼς θα δειχθεί στο επόμενο 
κεφάλαιο γιὰ την εβδομάδα. Διότι οι πλευρές αὐτού τοῦ τρι- 
γώνου είναι 3, 4 και 5. pe αυτούς τους αριθμούς οι Πυθαγό- 
ρξιοι ἀποδεικνύουν, μεταξύ άλλων, ότι τα ἔμβρυα τῶν εννέα 
καὶ τῶν επτά μηνών επιζούν, όχι όμως εκείνα τῶν οκτώ μη- 
vav. Av to 4 πολλαπλασιαστεί με το 5, το γινόμενο εἰναι 20. 
Ἐπίσης, το πέντε πολλαπλασιαζόμενο με TOV εαὐτό TOV πα- 
ράγει 25. Το ἀθροισμα αυτών τῶν δυο αριθμών εἰναι 45, το 
οποίο, πολλαπλασιαζόμενο επί το εμβαδόν 6, παράγει 270. 
Αὐτός ο αριθμός, αν θεωρηθεί ότι εκφράζει μέρες και μετα- 
τραπεί σε μήνες διαιρώντας με το 30, θα δώσει 9 μήνες. Ο- 
μοίως, av το 5 πολλαπλασιαστεί με το 4, το γινόμενο είναι 
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20 και To γινόμενο tov 5 επί 3 είναι 15. To άθροισμα αὐτών 
τῶν Ovo είναι 35, το omoio πολλαπλασιαζόμενο επί 6, TOV 
αριθμό tov τριγωνικού εμβαδού, παράγει 210. Av o αριθμός 
αὐτός θεωρηθεί ότι εκφράζει ημέρες καὶ διαιρεθεί με το 30, 
θα τραπεί σε 7 μήνες᾽΄. Ἐπιπλέον, αν το 5 πολλαπλασιαστεί 
μ8 το 3, το γινόμενο είναι 15: και το 5 πολλαπλασιαζόμενο 
μ8 τον εαυτό του εἰναι 25. Το άθροισμα αὐτών τῶν δύο είναι 
40, το οποίο πολλαπλασιαζόμενο με το 6 δίνει 240. Αλλά av- 
τό διαιρούμενο με το 30, ανάγεται στοὺς ὃ μήνες, εάν ο α- 
ριθμός 240 θεωρηθεί ὀτι εκφράζει ημέρες. Ta έἐμβρυα όμως 
τῶν ὃ μηνών δεν επιζούν, επειδή το ὃ αποτελείται από τους 
δυο περιττούς αριθμούς 5 και 3, οι οποίοι ἔχουν aposviKh 
ιδιότητα. Όμως, TO αρσενικό από μόνο του, ή το θηλυκό 
από μόνο του, είναι ανίκανο va γεννήσει. Ενώ στοὺς αριθ- 
μούς 9 και 7, ο περιττός και ο άρτιος αναμιγνύονται, δηλαδή 
TO ἀρσενικό καὶ το θηλυκό. Διότι 51:4:-:9 και 4:13 -- 7". 

Ομοίως, ἡ εξάδα εἰναι κάποια πηγή ή ρίζα αριθμητικής 
αναλογίας. Διότι ot ἐλάχιστοι αριθμοί από τοὺς οποίους α- 
ποτελείται ἡ αριθμητική αναλογία είναι 1, 2, 3 καὶ το άθροι- 
σμα τοὺς είναι 6. 

H εξάδα επίσης, κατά τον ίδιο τρόπο όπῶς ἡ πεντάδα, 
πάντοτε επανασυνιστάται όταν πολλαπλασιάζεται μὲ TOV ε- 
αὐτό της, αλλά, αντίθετα προς τὴν πεντάδα, αὐτή δὲν ἔχει 
πάντοτε τον ίδιο αριθμό va προηγείται. Le όλους δηλαδή 
τους πολλαπλασιασμούς TOV 5 LE τον EAVTO TOV, TO 2 πάντο- 
TE προηγείται του τελευταίου αριθμού. Tia παράδειγμα, av 
υψωθεί το 5 έως τὴν δη δύναμη, παράγει την ακολουθία 5, 
25, 125, 625, 3125, καὶ το ίδιο επ' άπειρον. Αλλά το 6 όταν 
υψώνεται σε κάποια δύναμη, πάντοτε ἔχει site 1, ή 3, ή 5, ή 
7, ή 9, δηλαδή ἐχει πάντα έναν από τους περιττούς αριθμούς 
τῆς δεκάδας Va προηγείται του τελευταίου όρου, όπως εἰναι 
φανερό στὴν επόμενη ακολουθία 6, 36, 216, 1296, 7776, 
46656. 

Κατά τους Πυθαγόρειους, μετά από 216 έτη, που είναι ο 
κύβος του 6, υφίσταται μιὰ ἀαναγέννηση τῶν πραγμάτων και 
αὐτός είναι ο περιοδικός χρόνος της μετεμψύχωσης. 
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Στὴν εξάδα, όπὼς Tapatnpsi ο Θέων ο Luvpvatoc, πρῶ- 
τοσυνίσταται ο αρμονικός μέσος. Διότι αν πάρουμε τον επί- 
τριτο avtov, δηλαδή To 8, καὶ το διπλάσιο αυτού, το 12, οἱ 
αριθμοί 6, 8, και 12 θα είναι σε αρμονική αναλογία᾽ γιατί 
όπος εἰναι το 6 προς το 12, έτσι είναι και ἡ διαφορά μεταξύ 
ὃ καὶ 6 προς TH διαφορά μεταξύ 8 και 12, δηλαδή το 2 προς 
to 4. Eav, ομοίως, πάρουμξ τον ἡημιόλιο του 6, δηλαδή το 9, 
Kat το διπλάσιο αὐτού, το 12, οι αριθμοί 6, 9 και 12 θα βρί- 
σκονται σε ἀριθμητική αναλογία. Και αν λάβουμε το μισό 
αὐτού, και κατόπιν το διπλάσιο, οι αριθμοί 3, 6, και 12 Ba 
βρίσκονται σε γεωμετρική αναλογία. Ομοίως, οι ίδιοι τέσσε- 
pic αριθμοί, 6, 8, 9, και 12, βρίσκονται σε γεωμετρική ava- 
λογία᾽ διότι 6x12=72=8x9. H εξάδα επίσης, λέει ο Μαρ- 
τιάνους Κάπελα, είναι ο ἀριθμός που παράγει αρμονίες. Δι- 
ότι 6 προς 12 είναι ἡ δια πασών συμφωνία 6 προς 9 είναι H 
συμφωνία δια πέντε και 6 προς ὃ είναι ἡ συμφωνία δια τεσ- 
σάρων. Και προσθέτει: «H εξάδα, επίσης, συνδυαζόμενη ps 
τὴν τετράγωνη και στερεά τετράδα, δηλαδή με To 4, μετρά 
τις ώρες της ἡμέρας και της νύκτας διότι 6 χ 4=24». 

Ἐπιπλέον, βάσει όσων ἔχω δείξει στο κεφάλαιο XIII, εἰ- 
ναι φανερό ότι Eav το 6 πολλαπλασιαστεί με οποιονδήποτξ 
TPLYOVIKO γνώμονα καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, 
to ἀθροισμα θα είναι ένας οκταγωνικός γνώμων. Ἔχω επί- 
σης ανακαλύψει ότι αν το 6 πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε 
ENTAYOVIKO γνώμονα καὶ ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, 
το άθροισμα θα είναι πάλι οκταγωνικός γνώμων. Δηλαδή, 

6x 1 καὶ +1 =7 ο δεύτερος 

6x6 καὶ +1 =37 ο έβδομος 
6x 11 καὶ +1 =67 0 δωδέκατος 
6x 16 καὶ +1 =97 ο δέκατος έβδομος 


OKTAY@VIKOG γνώμων 


κιλπ. 


Av η ίδια διαδικασία ακολουθηθεί με ta τετράγωνα 1. 4, 
9, 16, κιλπ., WE τοὺς γνώμονες τῶν τετραγώνων |, 3, 5, 7 
κιλπ. και με Ta δπτάγωνα 1, 7, 18, κιλπ., θα παραχθούν οκτα- 
γωνικοί γνώμονες. Δηλαδή, 
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6x1 καὶ +1=7 ο δεύτερος 
6x 4 και 1] = 25 ο πέμπτος οκταγωνικός γνώμων 
6x9 kat +1=55 ο δέκατος 


κιλπ. 


6x 1 καὶ +1=7 ο δεύτερος 
6x3 καὶ +1=19 ο τέταρτος οκταγωνικός γνώμων 
6x5 καὶ +1=31 ο έκτος 


κιλπ. 


6x 1 καὶ +1=7 ο δεύτερος 
6 x 7 καὶ +1 = 43 ο όγδοος OKTAYOVIKOG γνώμων 
6x 18 καὶ +1=109 ο δέκατος ἕνατος 


κιλπ. 


KE®AAAIO XVI 


Σχετικά μὲ τις ιδιότητες τῆς εβδομάδας. 


H εβδομάδα κατέχει πολλές αξιοθαύμαστες ιδιότητες και 
είναι σεβάσμια, ὀπὼς υπαινίσσεται το όνομα της. Tia τις ι- 
διότητες αὐτές πολλά μας ἔχουν μεταφερθεί από τοὺς αρ- 
χαίους, αλλά κανείς δεν τις έχει πραγματευθεί τόσο διεξοδι- 
κά, όσο 0 Φίλων ο ἸΙουδαίος, ο οποίος στην πραγματεία Tov 
Περί Δημιουργίας του Κόσμου, ἔχει γράψει to ακόλουθο ε- 
γκώμιο σχετικά με αὐτόν Tov αριθμό: 

«As γνωρίζω εάν μπορεί κάποιος va δοξάσει exapKas TH 
φύση της εβδομάδος, ἡ οποία είναι ὑυπερβολικά ἐξοχη για va 
περιγραφεί με τη δύναμη τῶν λέξεων. Ἐντούτοις, δεν εἰναι 
πρέπον va είμαστε σιωπηλοί, παρόλο που ό.τι ἔχει ειπωθεί 
για αὐτήν είναι της πλέον υπέροχης φύσης: αλλά θα πρέπει 
va προσπαθήσουμε, αν δὲν μπορούμε va αναφέρουμε όλες 
και τις πλέον θεμελιώδεις ἀαρετές της, τουλάχιστον νὰ κατα- 
στήσουμε φανερές GOES από τις ιδιότητές της είναι προσιτές 
στὴν ἔλλογη δύναμη μας. H εβδομάδα λοιπόν υφίσταται κα- 
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τά OVO ἐννοιξς: ἡ μία υπάρχει πράγματι μέσα στη δεκάδα, 
αὐτή που μετράται ELTA φορές από TH μονάδα και αποτελεί- 
ται ATO επτά μονάδες. H άλλη υφίσταται ἔξω από τη δεκάδα 
και τῆς οποίας ἡ βασική ἀρχή είναι εξ ολοκλήρου ἡ μονάδα, 
σύμφωνα προς διπλάσιους, ή τριπλάσιους, ή εν γένει ανάλο- 
γους αριθμούς. Τέτοιοι είναι οἱ ἀριθμοί 64 και 729: ο πρώ- 
τος αὐξάνεται μὲ συνεχή διπλασιασμό από TH μονάδα, ενώ ο 
δεύτερος HE συνεχή τριπλασιασμό. Ὡστόσο, το κάθε είδος δὲ 
θα ἐπρεπε va εξεταστεί με ἀμέλεια. Πράγματι, το δεύτερο 
είδος έχει ένα ἐκδηλο προνόμιο. Διότι ἡ εβδομάδα που συ- 
ντίθεται από διπλάσιους, ή τριπλάσιους, ή ανάλογους αριθ- 
μούς από TH μονάδα, είναι και κύβος και τετράγωνο, συμπε- 
ριλαμβάνοντας ὡς εκ τούτου και τὰ δῃυο είδη, της ἀσώματης 
και τῆς σωματικής ουσίας. Το μὲν είἰδος της ἀσώματης ου- 
σίας σύμφωνα προς τὴν επιφάνεια που σχηματίζεται από τε- 
τράγωνα: τῆς δε σωματικής σύμφωνα προς την άλλη διάστα- 
on (ύφος) που σχηματίζεται από κύβους. Αλλά η αξιοπιστία 
τῶν ὀσῶν λέγονται καθίσταται περισσότερο ἐκδηλη στοὺς 
προαναφερθέντες αριθμούς. Η εβδομάδα 64, ἡ οποία αυξά- 
νεται από TH μονάδα με λόγο δύο προς ένα, εἰναι τετράγωνο 
που παράγεται από τον πολλαπλασιασμό Tov ὃ με το 8, αλλά 
και κύβος, που ἡ πλευρά ή ρίζα αὐτού είναι 4. Η εβδομάδα 
που αὐξάνεται ἔχοντας λόγο τρία προς ἕνα αἀρχίζοντας από 
τὴ μονάδα, δηλαδή το 729, είναι πράγματι τετράγωνο, σχη- 
ματιζόμενο από τον πολλαπλασιασμό Tov 27 μὲ τον εαυτό 
του Kat επίσης κύβος, που ἡ πλευρά Tov είναι 9”. Θέτοντας 
πάντοτε ὡς APx μια εβδομάδα, στη θέση δηλαδή της μονά- 
δας, και avéavovtas TH σύμφωνα προς Tov ίδια λόγο μέχρι 
τὴν εβδομάδα, πάντοτε θα ανακαλύπτετε ότι οι αὐξηθέντες 
αριθμοί είναι ταυτόχρονα τετράγωνα και κύβοι. Η εβδομάδα 
λοιπόν που συντίθεται βάσει του λόγου δύο προς ένα, αρχί- 
ζοντας από το 64, θα είναι 4096", το οποίο εἰναι Kal τετρά- 
γῶνο και κύβος: ένα τετράγωνο ποῦ ἔχει για πλευρά TOV TO 
64 και κύβος που ἡ πλευρά του είναι 16. 

Asc περάσουμξ τώρα στο άλλο sidoc της εβδομάδας, που 
συμπεριλαμβάνεται στη δεκάδα, το οποίο είναι εξίσου αξιο- 
θαύμαστο LE το πρώτο sidoc. Αὐτή λοιπόν ἡ εβδομάδα συ- 
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ντίθεται από το ένα, TO δύο και TO τέσσερα, TA οποία κατέ- 
χοῦν δυο αρμονικότατους λόγους, το λόγο του δύο προς ἕνα 
και αὐτόν του τέσσερα προς ένα ο πρώτος σχηματίζει tH 
συμφωνία δια πασών και ο δεύτερος TH ὃις δια πασών. Επί- 
ons, αὐτή ἡ εβδομάδα συμπεριλαμβάνει άλλες διαιρέσεις, α- 
ποτελούμενη κατά κάποιον τρόπον από κάποιες συζεύξεις. 
Κατανέμεται δηλαδή κατ' ἀρχήν σε μονάδα και εξάδα, κατό- 
πιν σε δυάδα και πεντάδα, τέλος σε τριάδα και τετράδα. AA- 
AG αὐτή ἡ αναλογία τῶν αριθμών είναι επίσης ἡ πλέον μου- 
σική. Διότι ο λόγος του 6 προς το | παράγει TO μεγαλύτερο 
διάστημα ἀνάμεσα στοὺς τόνους, με TO οποίο ο οξύτερος α- 
πέχει από τον πιο επίπεδο ήχο, όπως θα αποδείξουμε όταν 
θα μεταβούμε από τους αριθμούς στις αρμονίες. Ο λόγος του 
5 προς το 2 παρουσιάζει TH μεγαλύτερη δύναμη σε αρμονία, 
κατέχοντας σχεδόν μια δύναμη ton με αὐτή της δια πασών, 
όπως παρουσιάζεται με τή μέγιστη σαφήνεια στον APLOVLKO 
κανόνα". O λόγος του 4 προς το 3 σχηματίζει την πρώτη ap- 
μονία, την επίτριτη. που είναι ἡ δια τεσσάρων συμφωνία. 
Ομοίως, μια άλλη ομορφιά αυτής τῆς εβδομάδας παρου- 
σιάζεται, ἡ οποία πρέπει va θεωρηθεί ὡς τερότατη. Διότι, 
εφόσον αὐτή αποτελείται από τὴν τριάδα καὶ την τετράδα, 
παρουσιάζει εκείνο που είναι αδιάσπαστο καὶ εκ φύσεως σε 
ευθεία γραμμή ota πράγματα. Πρέπει va δειχθεί pe ποιον 
τρόπο αὐτό επιτελείται. To ορθογώνιο τρίγωνο, που εἰναι ἡ 
ἀρχή τῶν ποιοτήτων, αποτελείται από τους αριθμούς 3, 4 και 
5°. Αλλά το 3 Kat το 4, που είναι ἡ ουσία αυτής της εβδομά- 
δας, σχηματίζουν την ορθή γωνία. Διότι ἡ αμβλεία και η ο- 
ξεία εκθέτουν το ανώμαλο, το AKAVOVLOTO και TO άνισο, εφό- 
σον αὐτές επιδέχονται το περισσότερο καὶ το λιγότερο. AA- 
λά ἡ ορθή γωνία δεν επιδέχεται σύγκριση, οὔτε είναι μια 
ορθή γωνία περισσότερο ορθή από μια άλλη, αλλά αυτή πα- 
ραμένει το ίδιο και ποτέ OE μεταβάλλει την πρέπουσα φύση 
της. Εφόσον ὀόμῶς το ορθογώνιο τρίγωνο είναι ἡ ἀρχή τῶν 
σχημάτων και ποιοτήτων και ἡ ουσία της εβδομάδας είναι TO 
3 και το 4, που κατ' ἀνάγκη σχηματίζουν ορθή γωνία, τότε ἡ 
εβδομάδα μπορεί δίκαια va θεωρηθεί πηγή κάθε σχήματος 
και κάθε ποιότητας. Ἐπιπροσθέτως, μπορεί ορθά va ειπωθεί 
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ότι το 3 είναι ο ἀριθμός του επίπεδου σχήματος, εφόσον TO 
σημείο διευθετείται σύμφωνα προς TH μονάδα, ἡ γραμμή 
σύμφωνα προς τη δυάδα και ἡ επιφάνεια σύμφωνα προς τὴν 
τριάδα. Αλλά το 4 εἰναι ο αριθμός του στερεού, καθώς η 
πρόσθεση τῆς μονάδας προσδίδει ὕψος στις επιφάνειες. A- 
ρα, είναι προφανές ότι ἡ ουσία της εβδομάδας είναι ἡ ἀρχή 
TS γεωμετρίας και στερεομετρίας: καὶ EV συντομία, είναι η 
APXN τῶν ἀσώματων και τῶν σωματικών φύσεων. 

Στὴν εβδομάδα εμπεριέχονται εκ φύσεως τόσα πολλά α- 
πό εκείνα που αρμόζουν στὰ τερά ενδιαφέροντα, MOTE αὐτή 
ὉὙὉπερέχει σε σχέση με όλους τους αριθμούς που βρίσκονται 
στη δεκάδα. Διότι από αὐτούς κάποιοι γεννούν, ενώ οι ίδιοι 
δεν είναι γεννημένοι άλλοι είναι πραγματικά γεννημένοι, 
αλλά δε γεννούν άλλοι καὶ γεννούν και είναι γεννημένοι. 
Μόνο ἡ εβδομάδα δεν ανήκει σε καμία από avtés τις ομά- 
δες, γεγονός mov μπορξεί va επιβεβαιωθεί με την ακόλουθη 
απόδειξη: ἡ μονάδα παράγει ὀόλους τους αριθμούς που έἐέπο- 
νται αυτής, αλλά με κανένα τρόπο δεν παράγεται ἡ ίδια από 
κάποιον αριθμό. Το οκτώ παράγεται πραγματικά από δύο 
φορές το τέσσερα, αλλά δεν παράγει κανέναν αριθμό της 
δεκάδας. To 4 κατατάσσεται ἀνάμεσα σε εκείνες τις φύσεις 
που και παράγουν και είναι παραγόμενες. Διότι αὐτό γεννά 
to ὃ, όταν πολλαπλασιαστεί με το 2, γεννιέται δε από δύο 
φορές το δύο. Μόνο το 7, όὀπῶὼς ἔχω πει, δεν εἰναι κατάλλη- 
ho, από TH φύση, οὔτε να παράγει οὔτε va παράγεται. Γιὰ 
τούτο ορισμένοι φιλόσοφοι πραγματικά εξομοιώνουν τον α- 
ριθμό αὐτό με τη Νίκη, που είναι apynt@p και παρθένος και 
Tov λέγεται ότι ἀαναδύθηκε στο φῶς από το κεφάλι του Aia. 
Ou Πυθαγόρειοι ὁμῶς τὴν εξομοιώνουν με τον NYETN και κυ- 
βερνήτη όλων τῶν πραγμάτων. Ἐπειδή αὐτό που ovte παρά- 
yél οὔτε παράγεται, παραμένει αμετακίνητο διότι ἡ γένεση 
υφίσταται στην κίνηση, εφόσον το γεγενημένο SEV είναι χω- 
pic κίνηση. Εκείνο δηλαδή που γεννά, βρίσκεται os κίνηση, 
ἔτσι MOTE va μπορξεί va γεννά, το ίδιο καὶ EKEivo που γεννιέ- 
ται, ἔτσι WOTE νὰ μπορδξί va γεννιέται. Μόνο ἡ αρχαιότατη 
ἀρχή και ο ἡγέτης τῶν πραγμάτων, τοῦ οποίου σωστά μπορεί 
va εξιπωθεί ότι ἡ εβδομάδα είναι εἰκόνα, οὔτε κινεί, οὔτε κι- 
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νείται. O Φιλόλαος επιβεβαιώνει to αληθές τῶν λόγων μου 
με Ta ἀκόλουθα λόγια: «Ο Θεός», λέει, «είναι ο ἡγέτης και 
κυβερνήτης όλων τῶν πραγμάτων, όντας πάντοτε ένας, στα- 
θερός, ακίνητος, ο ίδιος όμοιος προς TOV ξαυτόν του, διαφο- 
ρετικός από Ta άλλα πράγματα». Στα νοητά, λοιπόν, ἡ εβδο- 
μάδα επιδεικνύει το ἀκίνητον και αδιατάρακτο, ενώ OTA αι- 
σθητά εκδηλώνει μιὰ ισχυρή και ιδιαίτερη συνδετική δύνα- 
μη, μέσω τῆς οποίας και μέσω τῶν περιόδων τῆς σελήνης ό- 
λα ta επίγεια πράγματα καθίστανται εκ φύσεως κατάλληλα 
va ξευεργετηθούν. Ο τρόπος όὀμῶς με Tov οποίο επιτελείται 
αὐτό, πρέπει va εξετασθεί. 

O αριθμός 7, όταν προστεθεί στή μονάδα και τοὺς αριθ- 
μούς που την ακολουθούν, παράγει το 28, έναν τέλειο αριθ- 
μό, ίσο προς Ta μέρη Tov”. Αλλά ο κατά τέτοιον τρόπο πα- 
ραγόμενος αριθμός είναι ἀαποκαταστατικός της σελήνης, δη- 
λαδή ἔχει TH δύναμη νὰ τὴν επαναφέρει στὴν αρχική θέση 
τῆς, κατά το χρόνο που ἡ σελήνη αρχίζει va λαμβάνει μια 
αἰσθητή αὐξηση τοῦ σχήματος της και στο οποίο επιστρέφει 
pe ελάττωση. Πραγματικά, αὐτή αὐξάνεται από τὴν πρώτη 
σεληνιακή ἐκλάμψη μέχρις ότου φθάσει στο μισό σε διάρ- 
KEla επτά ημερών. Κατόπιν, στον ίδιο αριθμό ημερών αὐτή 
γίνεται πλήρης σφαίρα. Και πάλι, σαν va επιστρέφει από TO 
τέλος μέσω του ίδιου μονοπατιού, από πλήρης σφαίρα γίνε- 
ται εκ νέου μισή σε επτά ἡμέρες: καὶ από εκεί, στον ίδιο 
αριθμό ημερών, αποκτά THV πρώτη μορφή της ολοκληρώνο- 
ντας έτσι τον αριθμό 28. 

H εβδομάδα σωστά αποκαλείται από εκείνους που χρησι- 
μοποιούν ονόματα τελεσφόρος ή τελειοποιός, επειδή όλα Ta 
πράγματα αποκτούν τελειότητα μέσω avTOD του αριθμού. 
Τούτο αποδεικνύεται από το γεγονός ότι κάθε οργανικό σώ- 
μα ἐχει τρία διαστήματα ή διαστάσεις, δηλαδή μήκος, πλά- 
τος και ὕψος, καθώς και τέσσερα όρια, δηλαδή σημείο, 
γραμμή, επιφάνεια καὶ στερεό, από TH σύνθεση τῶν οποίων 
σχηματίζεται ἡ εβδομάδα. Oa ήταν όμως αδύνατο τὰ σώμα- 
τὰ νὰ ἔχουν ὡς μέτρο την εβδομάδα, σύμφωνα προς TH σύν- 
θεση τῶν τριών διαστάσεων και τῶν τεσσάρων ορίων, εκτός 
αν οἱ ἰδέες τῶν πρώτων αριθμών, δηλαδή Tov ένα, δύο, τρία 
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και τέσσερα, OTOVG οποίους βασίζεται ἡ δεκάδα, συμπερι- 
λάμβαναν τη φύση της εβδομάδας. Διότι αὐτοί οι ἀριθμοί ἐ- 
χουν όντως τέσσερα όρια, το πρώτο, το δεύτερο, το τρίτο και 
TO τέταρτο: αλλά και τρία διαστήματα: το πρώτο διάστημα 
είναι από το | έως το 2, το δεύτερο από το 2 EWS το 3 καὶ το 
τρίτο από το 3 έως το 4. Enions, ἀανεξάρτητα από αὐτά ta 
πράγματα, Ol ἡηλικίες από TH νηπιακή ὡς TH γεροντική πα- 
ρουσιάζουν σαφέστατα τὴν τελειοποιό δύναμη της εβδομά- 
δας, εφόσον μετρώνται από αὐτήν. Στην πρώτη επταξετία (έ- 
ὡς 7 χρόνων) φυτρώνουν τα δόντια. Στη δεύτερη (δηλαδή σε 
ηλικία 14 χρόνων) είναι ο χρόνος που ὑπάρχει ἡ τκανότητα 
παραγωγής αναπαραγωγικού σπέρματος. Στὴν τρίτη (21 χρό- 
νῶν) πυκνώνουν τα γένεια. Στην τέταρτη (28 χρόνων) αυξά- 
νει ἡ δύναμη. Η εποχή tov γάμου είναι στην πέμπτη (95 χρό- 
νῶν). Στην έκτη (42 χρόνων) είναι n ἀκμή της διάνοιας. Στὴν 
ἐβδομη (49 χρόνων) βελτιώνεται και ἀναπτύσσεται τόσο ἢ 
διάνοια όσο Kat ἡ λογική. Στην ὀγδοη (56 χρόνων) όλα τε- 
λειοποιούνται. Στην évatyn (63 χρόνων) ο άνθρωπος εἰναι δί- 
KOLOG και ήπιος, Ta πάθη στο μεγαλύτερο μέρος τοὺς εξευγε- 
νίζονται. Και στη δέκατη (70 χρόνων) είναι το επιθυμητό τέ- 
hog plas ζωής, παρόλο που Ta οργανικά μέρη είναι ακόμη 
άθικτα. Διότι ἡ υπερβολικά μεγάλη ηλικία συνήθως παρα- 
γκωνίζεται και βασανίζεται. Ο Σόλων, ο Αθηναίος νομοθέ- 
της, αριθμεί επίσης τήν ἀνθρώπινη ζωή με τις προαναφερ- 
θείσες εβδομάδες. Και ο Ἱπποκράτης ο τατρός λέει ότι ὑυπάρ- 
χοῦν επτά ηλικίες, του νήπιου, του παιδιού, Tov ἔφηβου, του 
νέου, του ενήλικα, TOD μεσόκοπου καὶ TOD γέρου ανθρώπου: 
αὐτές μετρώνται από εβδομάδες καὶ SEV εκτείνονται πέραν 
tov επτά. Και ta λόγια του είναι τὰ ακόλουθα: «Xt φύση 
του ανθρώπου VAAPYOVV επτά εποχές, τις οποίες ονομάζουν 
ηλικίες, το νήπιο, το παιδί, ο ἔφηβος, κιλπ. Και πραγματικά, 
N νηπιακή ηλικία εκτείνεται μέχρι τὴν αλλαγή τῶν δοντιών 
αὐτή του παιδιού μέχρι THV παραγωγή Tov σπέρματος, ἡ ο- 
ποία εκτείνεται ὡς δυο φορές Ta επτά έτη. Ό έφηβος συνε- 
χίζει μέχρι ἡ γενειάδα να γίνει άγρια με μαλλιά: καὶ ο νέος 
άντρας μέχρι THV ἀανάπτυξη όλου του σώματος, που εκτείνε- 
ται μέχρι τέσσερις φορές TA επτά ETH. Ο ενήλικας συνεχίζει 
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μέχρι TA πενήντα έτη μείον Evdc, δηλαδή μέχρι επτά φορές 
τὰ επτά ETN και ο μεσόκοπος μέχρι TA πενήντα ἕξι έτη, δη- 
λαδή επτά φορές TA οκτώ έτη. Όλα ta επόμενα ETH αφορούν 
TO γέρο άνθρωπο». 

Λέγεται επίσης, σχετικά μὲ THV ιδιόμορφη σύνθεση της 
εβδομάδας -καθώς ἐχει μια αξιοθαύμαστη τάξη oT φύση 
της, ἀαπαρτιζόμενη από το τρία και το τέσσερα- ότι ο τρίτος 
αριθμός από TH μονάδα στην ακολουθία τῶν αριθμών που 
ἔχουν λόγο δύο προς ένα εἶναι τετράγωνο, ο τέταρτος είναι 
κύβος και ο έβδομος είναι κύβος και ταυτόχρονα τετράγω- 
vo’. Apa ο έβδομος αριθμός είναι αληθινά τελειοποιός, δι- 
ακηρύσσοντας καὶ τις δύο ιτισότητες, αὐτή της επιφάνειας μέ- 
OW TOV τετράγωνου -σύμφωνα LE τη συνάφεια προς την τρι- 
άἀδα- και αὐτή TOV στερεού μέσω TOV κύβου -σύμφωνα LE TH 
συνάφεια προς τὴν τετράδα- γιατί ἡ εβδομάδα απαρτίζεται 
από τὴν τριάδα και την τετράδα. H εβδομάδα, όμως, δεν εἰ- 
ναι μόνο τελειοποιός, αλλά, ας HOD επιτραπεί Va πω, είναι ἡ 
πλέον αρμονική και κατά κάποιον τρόπο ἡ πηγή τοῦ πιο 
θαυμάσιου διαγράμματος που συμπεριλαμβάνει όλες τις ap- 
μονίες, δηλαδή τη δια τεσσάρων, τη δια πέντε και τη δια πα- 
σών, καθώς επίσης όλες τις αναλογίες, την αριθμητική, TH 
γεωμετρική καὶ THV αρμονική. Αλλά το πλινθίον" απαρτίζε- 
ται από τους αριθμούς 6, ὃ, 9, και 12. Και πραγματικά, o 
λόγος του ὃ προς το 6 είναι επίτριτος σύμφωνα με τον οποίο 
υφίσταται ἡ αρμονία δια τεσσάρων. Ο λόγος του 9 προς το 6 
είναι ημιόλιος, σύμφωνα με τον οποίο υφίσταται ἡ αρμονία 
δια πέντε. Ο λόγος του 12 προς το 6 εἰναι δύο προς ένα, ο 
οποίος σχηματίζει TH δια πασών αρμονία. Ομοίως περιέχει 
όλες τις αναλογίες: την αριθμητική στοὺς αριθμούς 6, 9, και 
12: διότι όπὼς ο μέσος αριθμός ὑπερβαίνει τον πρώτο κατά 
3, ομοίως υπερβαίνεται από τον τελευταίο αριθμό κατά 3. 
Περιέχει ὁμῶς και TH γεωμετρική αναλογία στοὺς τέσσερις 
αριθμούς 6, 8, 9 και 12. Διότι όπωῶς είναι ο λόγος του 8 προς 
το 6, έτσι είναι ο λόγος του 12 προς το 9 και ot λόγοι αὐτοί 
είναι επίτριτοι. Και περιέχει την αρμονική αναλογία στοὺς 
τρεις αριθμούς 6, ὃ και 12. Ὑπάρχουν ὡστόσο δύο κριτήρια 
γιὰ τὴν ἀαρμονική αναλογία. To πρώτο είναι ότι ο λόγος Tov 
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τελευταίου όρου προς TOV APHTO, ισούται PE TO λόγο THS 
διαφοράς μεταξύ τελευταίου και μέσου όρου προς TH διαφο- 
ρά μεταξύ μέσου και πρώτου όρου. Αὐτό επαληθεύεται από 
τους προτεινόμενους αριθμούς 6, ὃ και 12. Διότι ο λόγος του 
τελευταίου προς τον πρώτο Opo είναι δύο καὶ To 12 vTEp- 
βαίνει το ὃ κατά 4, to ὃ ὑπερβαίνει το 6 κατά 2. Δηλαδή 
12:6=4:2. To άλλο κριτήριο της αρμονικής αναλογίας εἰναι 
όταν ο μέσος όρος ὑπερβαίνει τους άκρους και ὑπερβαίνεται 
από αὐτούς κατά ένα too μέρος. Διότι το 8, που είναι ο μέ- 
σος ὀρος, ὑπερβαίνει τον πρώτο κατά το ένα τρίτο avtod, 
δηλαδή 8-6=2, το ένα τρίτο του 6: και ὑπερβαίνεται από τον 
τελευταίο Opo κατά ένα ίσο μέρος Tov τελευταίου, διότι 12- 
8=4, to οποίο είναι το ένα τρίτο του 12. Είναι γεγονός πῶς 
όλα αὐτά υφίστανται κατ' ἀνάγκη ἕτσι, όσον αφορά τη σεβα- 
στή φύση avtod του διαγράμματος, site εἰναι σωστό va το 
ονομάζουμε πλινθίον, site του δώσουμε άλλη ονομασία. Τό- 
σες πολλές ιτδέες, και ἀκόμη περισσότερες, εκθέτει ἡ εβδο- 
μάδα σε πράγματα ασώματα και νοητά. 

Αλλά ἡ φύση της εκτείνεται ἀκόμη και σε κάθε ορατή ου- 
σία διεισδύοντας σε οὐρανό Kal yn, ποῦ είναι τα όρια του 
σύμπαντος. Διότι ποιο μέρος TOD κόσμου Ὀπυπάρχει που Va μη 
γοητεύεται από την εβδομάδα, τιθασευμένο από την αγάπη 
Kat τὴν επιθυμία της; Λένε λοιπόν, Kat! ἀρχάς, ότι ο ουρα- 
νός περιβάλλεται από επτά κύκλους, που TA ονόματα τους 
είναι αρκτικός, ανταρκτικός, καλοκαιρινός τροπικός, χειμε- 
ρινός τροπικός, ιτισημερινός, ζωδιακός και, πέραν αυτών, ο 
γαλαξίας. Διότι ο ορίζοντας ανήκει σε ἐμάς: σύμφωνα LE 
τὴν οξύτητα της ὀρασης μας, ἤ το αντίθετο, ἡ αντίληψη της 
αἰσθησης μας καθορίζεται από αὐτόν σε μεγαλύτερο ή μι- 
κρότερο βαθμό. Πραγματικά, ot πλανήτες, μια στρατιά που 
προχωρά σε μια πορεία αντίθετη από εκείνη τῶν ἀπλανών 
ἀστέρων, κατατασσόμενοι σε επτά τάξεις, συνδέονται πολυ- 
τρόπως LE τον ἀέρα Kat TH γη. Διότι αὐτοί ποικίλουν ανάλο- 
ya HE τις λεγόμενες ετήσιες εποχές, προκαλώντας ἀάπειρες 
αλλαγές os καθεμία τοῦς, με καθαρό και συννεφιασμένο 
καιρό και με άγριες ἀανεμοθύελλες. Αὐτοί κάνουν τους ποτα- 
μούς va ξεχειλίζουν Kat va εξαφανίζονται, τις πεδιάδες va 
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γίνονται λιμνάζοντα νερά ή το αντίθετο, va έχουν άθλια εμ- 
φάνιση. Ομοίως, αὐτοί προκαλούν τις αλλαγές της θάλασ- 
σας, τις πλημμυρίδες και τις ἀαμπώτιδες. Διότι μερικές φορές 
οι κόλποι της θάλασσας, όταν αὐτή αντηχεί από τις παλιν- 
δρομικές κινήσεις της, σχηματίζουν βαθιές ὀόχθες: καὶ λίγο 
ἀργότερα, όταν ἡ θάλασσα επιστρέφει, γίνεται βαθύτερη και 
πλεύσιμη, όχι μόνο για TH μεταφορά μικρών φορτίων, αλλά 
και avapi®untov πλήθους μεγάλων πλοίων. Ol πλανήτες εἰ- 
ναι που γεννούν όλα τα επίγεια Coa, φυτά και καρπούς, Ta 
αναπτύσσουν και τὰ τελειοποιούν προετοιμάζοντας TH φύση 
στο καθένα να διατρέξει την πορεία της: έτσι Mote καινούρ- 
για λουλούδια va διαδεχθούν τὰ παλαιά Kat va φθάσουν 
στὴν ἀκμή τους, με σκοπό va εφοδιάσουν Ta CHa που ἔχουν 
ἀνάγκη ws φοβερή αφθονία. Ἐπιπλέον, ἡ άρκτος, ἡ οποία 
λέγεται TOS εἰναι ο καθοδηγητής τῶν ναυτικών, αποτελείται 
από επτά ἀστέρια: αὐτήν κοιτάζουν οι πλοηγοί ἀνάμεσα σε 
δέκα χιλιάδες θαλάσσια μονοπάτια, επιχειρώντας κάτι απί- 
OTEVTO και AVHOTEPO από ό,.τι ἡ ανθρώπινη κρίση θα περίμε- 
ve va κατορθώσει. Διότι κοιτάζοντας αὐτά TA ἀστέρια, ὡς 
καθοδηγητικά φώτα, ανακαλύφθηκαν περιοχές που προη- 
γουμένως ήταν ἀγνωώστες, νησιά από στεριανούς και ἤπειροι 
από νησιώτες. Htav αναγκαίο οι βαθιές πτυχές της γης και 
της θάλασσας va ἀαποκαλυφθούν oto ζώο nov είναι ἀγαπητό 
στη θεότητα, μέσω της αγνότατης οὐσίας τῶν ουρανών. 
Πρέπει επίσης va προσθέσουμε OTL ο χορός τῶν πλειά- 
d@v ολοκληρώνεται LE μια εβδομάδα αστέρων, τῶν οποίων H 
ανατολή και ἡ δύση προκαλεί μεγάλα αγαθά σε όλα τα 
πράγματα. Διότι όταν δύουν, αὐλάκια σκάβονται γιὰ TH σπο- 
pa: και όταν ανατέλλουν, γίνονται οἱ χαρούμενοι μαντατο- 
φόροι τῆς συγκομιδής. Me τὴν ανατολή τους σηκώνονται οι 
χαρούμενοι σύζυγοι για va συλλέξουν την αναγκαία τροφή, 
τὴν οποία ικανοποιημένοι ἀαποθηκεύουν για καθημερινή χρή- 
on. O ήλιος επίσης, ο ἡγέτης της ημέρας, δημιουργώντας κά- 
θε χρόνο δύο ισημερίες, τήν ἀνοιξη Kat το φθινόπωρο, τὴν 
εαρινή στον Κριό καὶ τὴ φθινοπωρινή oto Ζυγό, πιστοποιεί 
le τον πλέον EKSNAO τρόπο τη θεϊκή μεγαλειότητα της εβδο- 
μάδας. Διότι καθεμία από τις ισημερίες λαμβάνει χώρα τον 


BIBAIO TPIA 


έβδομο μήνα, TOV καιρό που ο νόμος παραγγέλλει va γιορτά- 
ζονται OL μεγαλύτερες και δημοφιλέστερες γιορτές, καθόσον 
καὶ στις δυο ισημερίες οι καρποί της γης φθάνουν στην τε- 
λειοποίηση τους: την ἀνοιξη τὰ σιτηρά και άλλα σπαρτά, TO 
φθινόπωρο ἡ παραγωγή Tov κρασιού και τῶν περισσότερων 
οπωροφόρων δέντρων. Από τη στιγμή που O1 επίγειες φύσεις 
εξαρτώνται από τις ουράνιες κατά μιὰ ορισμένη φυσική συ- 
μπάθεια, n ουράνια εκδηλωνόμενη παραγωγική αρχή τῆς &- 
βδομάδας κατέρχεται μέχρις εμάς, ὦστε Ta θνητά sidn va 
μπορούν νὰ συμμετέχουν στὴν EAEVON της. 

Η ψυχή μας επίσης, εξαιρουμένου tov κυβερνώντος μέ- 
ρους τῆς, διαιρείται os επτά μέρη, δηλαδή τις πέντε at- 
σθήσεις, TO φωνητικό όργανο καὶ τὴν παραγωγική δύναμη. 
Αὐτά Ta μέρη, σὰν σε αξιοθαύμαστες μηχανές, ἔλκονται από 
to κυβερνών μέρος λὲς καὶ συνδέονται LE κρυφές χορδές: 
ἄλλοτε ηρεμούν και ἄλλοτε κινούνται, το καθένα σύμφωνα 
με τις κατάλληλες συνήθειες καὶ κίνητρα. Κατά παρόμοιο 
τρόπο, όποιος προσπαθήσει va εξερευνήσει τὰ εσωτερικά 
και εξωτερικά μέρη του σώματος, θα ανακαλύψει ότι και aD- 
τά είναι επτά. Τα ορατά μέρη εἰναι το κεφάλι, το στήθος, η 
κοιλιά, Ta δυο χέρια Kat Ta δυο πόδια. Και τὰ εσωτερικά 
μέρη, που αποκαλούνται σπλάχνα, είναι το στομάχι, ἡ καρ- 
διά, OL πνεύμονες, ἡ σπλήνα, το συκώτι και Ta δυο νεφρά. 
Ἐπίσης, το κατ' εξοχήν κυβερνών μέρος oto ζώο, το κεφάλι, 
ἔχει επτά απαραίτητα μέρη, δυο μάτια, δυο avtid, δυο ρου- 
θούνια και ἕβδομο μέρος το στόμα, μέσω TOV οποίου, όπως 
λέει ο Πλάτων, εἰσέρχονται οι θνητές και εξέρχονται ot α- 
θάνατες φύσεις. Διότι, πραγματικά, το φαγητό και TO ποτό 
εἰσέρχονται μέσα) αυτού, τα οποία εἶναι ἡ φθαρτή τροφή Tov 
φθαρτού σώματος: αλλά από το λογικό της αθάνατης ψυχής 
εξέρχονται οι αθάνατοι νόμοι, με τους οποίους κυβερνάται η 
ἔλλογη ζωή. Ἐπίσης, ta ὑποκείμενα της κριτικής δύναμης της 
όρασης, τῆς πιο εξαίρετης από τις αἰσθήσεις, συμμετέχουν 
σύμφωνα μὲε TO είδος στον αριθμό επτά. Διότι ὑπάρχουν ε- 
πτά πράγματα που βλέπονται: σώμα, απόσταση, μέγεθος, 
χρώμα, κίνηση και ακινησία: πέραν αὐτών τίποτε άλλο. Και 
Ol παραλλαγές της φωνής είναι επτά: ο οξύς, ο βαρύς, ο πε- 
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ρισπώμενος, ο τραχύς, ο αβρός, ο μακρύς και ο βραχύς 1- 
χος. 

Ἐπιπλέον, ὑυπάρχουν επτά κινήσεις: πάνω, κάτω, δεξιά, α- 
ριστερά, μπροστά, πίσῳ και κυκλικά- ἡ τελευταία κίνηση 
φαίνεται ιδιαίτερα από το άλμα. Λέγεται επίσης ότι οι εκ- 
κρίσεις του σώματος ὑπόκεινται GE αὐτόν τον αριθμό: τα δά- 
KpvO που εκχέονται από τα μάτια, OL ἀαποκαθάρσεις από το 
κεφάλι μέσῳ τῶν ρουθουνιών, ο σίελος που εκβάλλουμε από 
TO στόμα, οι δύο εκκενώσεις που απομακρύνουν τα περιττά 
τῇ μιὰ μπροστά και N άλλη πίσω- ἡ Exyvon ιδρώτα μέσω του 
σώματος Kat ἔβδομη ἡ φυσικότατη εκροή σπέρματος μέσω 
τῶν γεννητικών οργάνων. Le μεγάλο ποσοστό ἡ ἐμμηνη ρύση 
τῶν γυναικών διαρκεί επτά ἡμέρες: καὶ TO νήπιο μέσα OTH 
μήτρα sivat από TH φύση προσαρμοσμένο va ζωογονείται 
στοὺς επτά μήνες, Eva γεγονός αρκετά παράδοξο. Γιατί ta 
έμβρυα που γεννιούνται τον έβδομο μήνα, ζουν ενώ εκείνα 
TOV γεννιούνται τον όγδοο μήνα, ὡς επί το πλείστον, πεθαί- 
νουν. Παρομοίως, σοβαρές ασθένειες του σώματός μας, ιδι- 
aitepa όταν λόγω κακής θερμοκρασίας Tov σωματικού δυνα- 
μικού προσβαλλόμαστε από συνεχείς πυρετούς, κρίνονται 
κυρίως την ἐβδομη ημέρα. Διότι ἡ ημέρα αυτή κρίνει τον α- 
γώνα τῆς ψυχής, σε κάποιους ἀπονέμοντας σωτηρία και σε 
ἄλλους θάνατο. 

Ὡστόσο, ἡ δύναμη αὐτού του αριθμού δεν εκτείνεται μό- 
vo στὰ όσα επί μέρους προαναφέρθηκαν, αλλά επίσης OTIC 
καλύτερες τῶν επιστημών, OTH γραμματική και TH μουσική. 
Πραγματικά, ἡ λύρα, που αποτελείται από επτά χορδές, ανά- 
hoyn προς το χορό τῶν επτά πλανητών, παράγει τις πιο ευ- 
γενικές αρμονίες και είναι σχεδόν ο ἡηγέτης όλης της οργα- 
νικής μουσικής. Επίσης, ἀνάμεσα ota στοιχεία της γραμμα- 
τικής, επτά εἶναι τὰ φωνήεντα -ορθώς αποκαλούνται ἔτσι, 
εφόσον φαίνεται ότι παράγουν NYO από μόνα τους και συν- 
δυαζόμενα μὲ GAAG γράμματα σχηματίζουν ἐναρθρους ή- 
yous. Αὐτά παρέχουν εκείνο που λείπει στα ημίφωνα, προ- 
σφέροντας ολόκληρους ήχους: μεταβάλλουν ὃς τις φύσεις 
τῶν συμφώνων, EUMVEOVTOS τοὺς την κατάλληλη δύναμη, έτσι 
ὥστε πράγματα που προηγουμένως ήταν άφατα, va μπορούν 
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va γίνουν ρητά. Εκείνοι λοιπόν που πρώτοι ἔδωσαν ονόματα 
στὰ γράμματα, όντας σοφοί άνθρωποι, μου φαίνεται ότι ονό- 
μασαν αὐτόν τον αριθμό επτά, εξαιτίας του σεβασμού καὶι 
τῆς ἔμφυτης ϊτερότητας που τον χαρακτηρίζει (από τοῦ περί av- 
TOV πεβασμού, καί της προσούσης σεμνότητος). Or Ρωμαίοι, προ- 
σθέτοντας στὴν ἀρχή το γράμμα σ, το οποίο λείπει στὰ Ελ- 
ληνικά, παρουσιάζουν εὐκρινέστερα την καταγωγή του, απο- 
καλώντας τον septem, λόγω Tov σεβασμού και της ϊτερότητας 
του. 

Σύμφωνα δὲ μὲ τον Ηρόφιλο, καθώς πληροφορούμαστε 
από το Θέωνα το Σμυρναίο“, το ἀνθρώπινο évtEpo είναι 28 
κύβιτα“ δηλαδή τέσσερις φορές το επτά: και TO 28 εἰναι ἐ- 
vac τέλειος αριθμός. Η σελήνη επίσης λέγεται ότι μεταδίδει 
ουράνιες δυνάμεις από τις αιθερικές στις επίγειες περιοχές, 
χρησιμοποιώντας τὴν τετράδα καὶ την εβδομάδα. Ομοίως ἡ 
αὐξηση Kat μείωση τῶν πραγμάτων, ιδιαίτερα εκείνων που 
είναι σε υγρή κατάσταση, ακολουθούν τις φάσεις της σελή- 
νης. Έτσι, ένας EAAnvac ποιητής -που ἀναφέρεται από τον 
Μπατίστα Καμότιους (Baptista Camotius) oto ἔργο tov Σχό- 
dio) πάνω στὴ Μεταφυσική του Θεόφραστου- λέει για τη 
σελήνη ότι «όταν αὐτή αὐξάνεται, μεγεθύνει, και όταν ελατ- 
τώνεται, φθίνει όλα Ta πράγματα». 

Ἐπίσης, αὐτός ο αριθμός είναι το συντομότατο όριο γέν- 
vyons παιδιών. Σύμφωνα με τον Ηφαιστίωνα το Θηβαίο, to 
μέγιστο όριο διάρκειας μέσα OTH μήτρα εκείνων τῶν παι- 
διών που γεννιούνται το δέκατο μήνα, είναι 288 ἡμέρες Kat 
8 ὦώρες. Η μέση διάρκεια είναι 273 ἡμέρες και 8 ώρες. Και 
ἡ πλέον σύντομη διάρκεια είναι 258 ἡμέρες και ὃ ώρες. AA- 
AG για εκείνα Ta παιδιά που γεννιούνται τον έβδομο μήνα, η 
μέγιστη διάρκεια μέσα στη μήτρα εἰναι 206 ημέρες και 8 ὦ- 
pss, ἡ ελάχιστη διάρκεια είναι 176 ημέρες και ὃ ώρες και ἢ 
μέση διάρκεια είναι 191 ημέρες και ὃ ώρες. Επίσης, ot ap- 
χαίοι ιατροί, όπως μαθαίνουμε από τον ανώνυμο συγγραφέ- 
α, είχαν παρατηρήσει ότι επτά ώρες προτού TH γέννα ο ομ- 
φαλός Tov εμβρύου χωρίζεται αὐτόματα από TH μητέρα: σε 
αὐτό το διάστημα το έμβρυο είναι ικανό va συντηρείται στη 
ζωή, χωρίς va λαμβάνει καμία τροφή από τη μητέρα“. 
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Ο Θέων ο Σμυρναίος λέει πῶς ο Πλάτωνας, ακολουθώ- 
ντὰας TH φύση, συγκροτεί την ψυχή από επτά αριθμούς, τους 
1, 2, 3, 4, 8, 9, 27. Όσον αφορά τις αξιοσημείωτες ιδιότητες 
τοῦς, O ἀναγνώστης παραπέμπεται στὴν πραγματεία TOV 
Πλούταρχου Περί τῆς Γένεσης τῆς Ψυχής σύμφωνα μὲ τον 
Πλάτωνα στον Τίμαιο. 

Ἐπιπλέον, σύμφωνα με όσα ἔχω αναφέρει για τοὺς προη- 
γούμενους αριθμούς, av το 7 πολλαπλασιάσει έναν τριγῶνι- 
κό γνώμονα και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροι- 
σμα θα είναι ἕνας ἐεννεαγωνικός γνώμων. Δηλαδή, 

7Χ1 καὶ +1=8 ο δεύτερος 
7x2 καὶ +1 =15 ο τρίτος 
7x3 καὶ 1|-Ξ22 ο τέταρτος 
7x4 και +1 =29 ο πέμπτος 


ἐννεαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 


Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με οκτάγωνα, LE τε- 
τράγωνα, ME πενταγωνικές, κιονοειδείς, τριγωνικές πυραμί- 
δες, HE τετράγωνους γνώμονες και LE γνώμονες οκταγώνων, 
θα παραχθούν εννεαγωνικοί γνώμονες. Ἔτσι, 


7Χ1 καὶ 1| =8 ο δεύτερος Ι 
} ἐννεαγωνικός 


7x ὃ και +1 =57 ο ένατος , 
γνώμων 


7x21 καὶ +1 =148 ο εἰκοστός δεύτερος 
κιλπ. 


7x1 καὶ +1 =8 ο δεύτερος 
7Χ4 και +1=29 ο πέμπτος ἐεννεαγωνικός γνώμων 
7x9 και +1 =64 ο δέκατος 


κιλπ. 
7x 1 καὶ +1=8 ο δεύτερος 


7x 6 καὶ 1] = 43 ο έβδομος ἐννεαγωνικός γνώμων 
7x 18 καὶ +1 = 127 ο δέκατος ένατος 


κιλπ. 
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7x 1 καὶ +1 =8 o δεύτερος 
7x3 καὶ +1 =22 ο τέταρτος EVVELYOVIKOG γνώμων 
7x 5 καὶ 1| = 36 0 έκτος 


κιλπ. 


7x1 καὶ +1=8 ο δεύτερος 
7x7 καὶ +1 =50 0 ὀγδοος EVVEAY@VIKOG γνώμων 
7x 13 καὶ +1 =92 0 δέκατος τέταρτος _ 


κιλπ. 


KE®AAAIO XVII 


Σχετικά μὲ τὴν oydodda 
τὴν εννεάδι καὶ τὴ δεκάδα. 


«H ογδοάδα», λέει ο Μαρτιάνους Κάπελα, «είναι τέλεια, 
ἐπειδή καλύπτεται από την εξάδα, διότι κάθε κύβος έχει EEL 
επιφάνειες. Ομοίως, αντλεί την ολοκλήρωσή της από διαδο- 
χικούς περιττούς αριθμούς. Διότι ο πρώτος περιττός αριθμός 
είναι το 3 και ο δεύτερος το 5, Kat 3+5=8. Enions, ο κύβος 
που σχηματίζεται από τὴν τριάδα, δηλαδή to 27, συντίθεται 
από τρεῖς διαδοχικούς περιττούς αριθμούς, δηλαδή από τους 
7, 9 και 11. Ἐπίσης, ο τρίτος κύβος, που σχηματίζεται από 
τὴν τετράδα, δηλαδή το 64, αντλεί τὴν ολοκλήρωσή Tov από 
τέσσερις διαδοχικούς περιττούς αριθμούς, δηλαδή από τους 
13, 15, 17, 19: διότι το ἀθροισμά τοῦς είναι 64. Oa βρεθεί 
λοιπόν ότι όλοι ot κύβοι συντίθενται από τόσους περιττούς 
αριθμούς, όσες είναι ot μονάδες στη ρίζα τους. Ἐπιπλέον, o 
κύβος του οκτώ είναι ο πρώτος από όλους τους κύβους, κατά 
τον ίδιο τρόπο που ἡ μονάδα είναι ἡ πρώτη όλων τῶν αριθ- 
μών». Αρκετά σχετικά με τον Κάπελα. 

XTO κεφάλαιο TOV αναφέρεται στις ιδιότητες της μονά- 
δας, δείξαμε από τον Πλούταρχο ότι αν το ὃ πολλαπλασιά- 
σει οποιονδήποτε τριγωνικό αριθμό και ἡ μονάδα προστεθεί 
στο γινόμενο, το άθροισμα θα εἰναι ἕνας τετράγωνος αριθ- 
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oc. Αποδείξαμε επίσης ότι av το τριπλάσιο Tov ὃ, δηλαδή 
το 24, πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε TEVTAYOVIKO αριθμό 
Kal ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροισμα θα είναι 
ἐπίσης ἕνας τετράγωνος αριθμός. 

Ἐπιπροσθέτως, σύμφωνα LE όσα παρουσιάσαμε για τους 
προηγούμενους αριθμούς της δεκάδας, αν το ὃ πολλαπλασιά- 
σει οποιονδήποτε τριγωνικό ή εννεαγωνικό γνώμονα, ή ο- 
ποιονδήποτε γνώμονα τετραγώνου, 1 οποιοδήποτε τετράγω- 
vo, ἤ τὴν πρώτη εξαγωνική πυραμίδα, ή οποιοδήποτε EvvEd- 
γῶνο και ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, το άθροισμα θα 
είναι ἕνας δεκαγωνικός γνώμων. Δηλαδή, 


8x 1 καὶ +1 =9 ο δεύτερος 
8x2 καὶ +1=17 ο τρίτος δεκαγωνικός γνώμων 
8x3 καὶ +1=25 ο τέταρτος 
κιλπ. 
8x 1 καὶ +1=9 ο δεύτερος 
ὃ x 8 καὶ 11 = 65 ο ένατος 
8x 15 καὶ +1=121 ο δέκατος έκτος 


δεκαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 
8x 1 καὶ tl =9 ο δεύτερος 
8x3 καὶ +1=25 ο τέταρτος 
ὃ x 5 καὶ 1 Ξ 4] ο έκτος 


δεκαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 


8x 1 καὶ 11-Ξ:9 ο δεύτερος 
ὃ x 4 καὶ ΤΙ = 33 ο πέμπτος δεκαγωνικός γνώμων 


8x9 καὶ +1=73 ο δέκατος 
κιλπ. 


8x 1 καὶ Ἐ]Π4.-:9 ο δεύτερος 
8x7 καὶ +1=57 ο ὀόγδοος 
8x 22 καὶ +1=177 ο εἰκοστός τρίτος 


δεκαγωνικός γνώμων 


κιλπ. 
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8x1 καὶ +1=9 ο δεύτερος 

8x9 καὶ +1=73 ο δέκατος δεκαγωνικός γνώμων 
ὃ x 24 καὶ +1=193 ο εἰκοστός πέμπτος 

κιλπ. 

Όσον αφορά yo ιδιότητες της ἐννεάδας κατ' ἀρχήν ava- 
φέρουμξε ότι απαρτίζεται από τους τρεις αριθμούς 2, 3 Kat 4, 
που βρίσκονται GE φυσική σειρά και στους οποίους περιέχο- 
νται οι λόγοι τῶν συμφωνιών. Διότι ο λόγος του 4 προς το 3 
είναι επίτριτος και σχηματίζει TH δια τεσσάρων συμφωνία. O 
λόγος του 3 προς το 2 είναι ἡμιόλιος και σχηματίζει TH δια 
πέντε συμφωνία. Και ο λόγος Tov 4 προς το 2 είναι δύο προς 
ένα, στον οποίο συνίσταται ἡ δια πασών. 

Ἐπίσης, αν το 9 πολλαπλασιάσει οποιονδήποτε τριγωνικό, 
τετραγωνικό, ή OEKAYOVIKO γνώμονα, ή οποιοδήποτε τετρά- 
γῶνο ἤ δεκάγωνο Kat ἡ μονάδα προστεθεί στο γινόμενο, TO 
άθροισμα θα είναι ένας ἐενδεκαγωνικός γνώμων. Δηλαδή, 

9x1 καὶ +1 =10 ο δεύτερος 
9x2 καὶ +1=19 ο τρίτος } EVOEKAYOVLIKOG γνώμων 
9x3 καὶ +1= 28 ο τέταρτος 

K.AT. 
9x1 καὶ +1=10 ο δεύτερος 
9x3 καὶ +1=28 ο τέταρτος } rmerv γνώμων 
9x5 καὶ +1 = 46 ο έκτος 


κιλπ. 
9x1 καὶ +1=10 ο δεύτερος εὐδεκονων (ὃ 
9x9 kat +1 =82 ο δέκατος Seay, 3 
9x 17 καὶ +1 = 154 ο δέκατος όγδοος 


K.AT. 


9x1 καὶ +1=10 ο δεύτερος 
9x4 και 1] Ξ:37 ο πέμπτος EVOEKAYOVIKOG γνώμων 
9x9 καὶ 1] -- 82 ο δέκατος 


K.AT. 
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9x1 Kkart+l=100 δεύτερος ενδεκαγωνικός 
9x 10 καὶ +1=91 ο εἐνδέκατος γνώμων 
9 x 27 καὶ +1 = 244 ο εἰκοστός όγδοος 


κιλπ. 

Στὴ συνέχεια, σχετικά LE τις ιδιότητες της δεκάδας, πρέ- 
πει να παρατηρηθεί ότι ἡ μονάδα είναι βέβαια ἡ μορφή ό- 
λῶν τῶν αριθμητικών μορφών, αλλά κυρίως της δεκάδας. Δι- 
ότι αὐτό που είναι απλώς ἡ μονάδα σε όλη TH σειρά τῶν 
αριθμών, αὐτό είναι και ἡ δεκάδα στις επόμενες εκατοντά- 
δες, χιλιάδες και εκατομμύρια: για τούτο, σύμφωνα HE μια 
δευτερογενή πρόοδο, χαρακτηρίζεται μονάδα. Kot επειδή α- 
ποτελεί τὴν απόλυτη τελειότητα TOV όντων, περιέχει όλα τὰ 
πράγματα στὴν πολύμορφη φύση τῆς. Διότι κάθε αναλογία 
υφίσταται μέσα στον αριθμό αὐτό: ἡ αριθμητική σε μιὰ φυ- 
σική πρόοδο αριθμών από TH μονάδα: ἡ γεωμετρική στοῦυς 
αριθμούς 1, 2, 4 και 1, 3, 9: ἡ αρμονική στοὺς αριθμούς 2, 3, 
6 και 3, 4, 6. 

Ἐπιπλέον, θα βρεθεί ότι αν το 10 πολλαπλασιάσει οποιο- 
δήποτε γνώμονα τριγώνου, τετραγώνου, ή ενδεκαγώνου, 1] ο- 
ποιοδήποτε τετράγωνο ή EVOEKAY@VO, καὶ ἡ μονάδα προστε- 
θεί στο γινόμενο, το άθροισμα θα είναι πάντοτε ἕνας δωδε- 
καγωνικός γνώμων. Δηλαδή, 

10x 1 καὶ +1=11 ο δεύτερος 

10 x 2 καὶ +1 = 21] ο τρίτος } δωδεκαγωνικός γνώμων 

10 χ 3 καὶ 1] =31 0 τέταρτος 


κιλπ. 


10x 1 καὶ +1=11 0 δεύτερος 
10 x 3 καὶ ἘΠ = 31 ο τέταρτος δωδεκαγωνικός γνώμων 
10 x 5 καὶ 1] =51 ο έκτος 


κιλπ. 


10X 1 καὶ +1=11 ο δεύτερος 
10x 10 καὶ +1=101 ο evdéxatog } δωδεκαγωνικός γνώμων 
10 Χ 19 και +1 =191 ο εικοστός 


κιλπ. 


308 


BIBAIO TPIA 


10x 1 καὶ +1=11 ο δεύτερος 
10 x 4 καὶ +1 = 41 0 πέμπτος δωδεκαγωνικός γνώμων 
10x9 καὶ +1=91 ο δέκατος 


κιλπ. 
10x 1 καὶ +1=11 ο δεύτερος δ δέκαννιἐο 
10x 11 καὶ +1=111 0 δωδέκατος es 3 
10x 30 καὶ +1 =301 0 τριακοστός πρώτος 


κιλπ. 


KE®AAAIO XVIII 


Emmpoo0etes παρατηρήσεις για τοὺς αριθμούς. 


Ou Πυθαγόρειοι, λέει ο Πλούταρχος στην πραγματεία tov 
Περί Ἴσιδος Kat Οσίριδος, κοσμούσαν τους αριθμούς και τὰ 
σχήματα με τις ονομασίες τῶν Θεών. Πράγματι αποκαλού- 
σαν TO ισόπλευρο τρίγωνο Αθηνά Κορυφαγένη (ή γεννημένη 
από τὴν κορυφή) και Τριτογένεια, επειδή διαιρείται από 
τρεις καθέτους που φέρονται από τις τρεῖς γωνίες. Ονόμα- 
Cav τή μονάδα ή το ἕνα Απόλλωνα, επειδή πείστηκαν από 
έναν προφανή λόγο (ἐπειδή ο Απόλλωνας Ὀπυποδηλώνει απο- 
μόνωση από το πλήθος καὶ την ἀαπλότητα της μονάδας). 

Ἐπίσης, αποκάλεσαν τη δυάδα διαμάχη και τόλμη: Kat 
τὴν τριάδα δικαιοσύνη. Διότι εφόσον το βλάπτειν και το 
βλάπτεσθαι υφίστανται σύμφωνα PE την Ὀυπερβολή καὶ τὴν 
ἐλλειψη, ἡ δικαιοσύνη, εξαιτίας της ισότητας, είναι μια μέση 
κατάσταση. Αλλά αὐτό που ονομάζεται τετρακτύς, όντας ο 
αριθμός 36, ήταν, σύμφωνα με κοινή μαρτυρία, ο μεγαλύτε- 
ρος όρκος ἀνάμεσα τους. Ονομαζόταν δὲ ο κόσμος, επειδή 
συγκροτείτο από τοὺς πρώτους τέσσερις άρτιους και τους 
πρώτους τέσσερις περιττούς αριθμούς". 

Στὴν ίδια πραγματεία, λέει: «Μυθολογείται από τους Αι- 
γυπτίους ότι ο θάνατος του Οσίριδος συνέβη τη 17η ημέρα 
του μήνα, περίοδο κατά τὴν οποία εἰναι ιδιαίτερα φανερό 
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ότι ἡ σελήνη είναι στη γέμιση. Tia αὐτό οι Πυθαγόρειοι ovo- 
μάζουν αὐτή τὴν ἡμέρα αντίπραξις, εμπόδιο ἡ αντίθεση Kar 
ἀποστρέφονται πλήρως τον αριθμό αυτό. Διότι το 17, ὡς μέ- 
σος ἀνάμεσα στον τετράγωνο 16 Kat τον επιμήκη 18 (οι μό- 
νοι exinedot ἀριθμοί που ἔχουν τις περιμέτρους τους ίσες LE 
TA περιεχόμενα εμβαδά τους), TovG φέρνει σε σύγκρουση 
και διαχωρίζει τον ένα από τον άλλο, και διαιρούμενος σε 
άνισα μερίδια σχηματίζει τον επόγδοο λόγο»: (δηλαδή με μί- 
a διαίρεση στο 9 Kat το 8). 

To ότι ot περίμετροι τῶν δύο αὐτών αριθμών 16 και 18 
είναι ίσες προς ta εμβαδά τοῦς είναι φανερό. Διότι το 16 
είναι ένα τετράγωνο που κάθε πλευρά Tov εἰναι 4 και oO α- 
ριθμός τῶν πλευρών εἰναι 4. Και το 18 μπορεί va θεωρηθεί 
ὡς ένα παραλληλόγραμμο ποῦ οι τέσσερις πλευρές του εἰναι 
6, 6, 3, 3, το άθροισμα τῶν οποίων εἰναι 18. 

Ἔχει παρατηρηθεί από το Μαρτιάνους Κάπελα ότι αν ο 
αριθμός 5 πολλαπλασιαστεί site με TOV εαὐτό του, εἴτε μὲ 
οποιονδήποτε περιττό αριθμό, το γινόμενο πάντοτε λήγει σε 
5. Ἔχω επίσης επισημάνει ότι το 6, όταν πολλαπλασιάζεται 
He TOV εαυτό του, λήγει πάντοτε σε 6, ότι εαν πολλαπλασιά- 
σει ἕναν άρτιο αριθμό, το γινόμενο θα λήγει πάντοτε σε αυ- 
τόν τον ίδιο ἀαριθμό τον οποίο πολλαπλασιάζει ή στο τελευ- 
ταίο ψηφίο αὐτού. Ἔτσι 2 x 6Ξ12: 4χ 6=24: 6x 6=36, 8x6= 
48- 10x6=60- 12x6=72: 14x6= 84: ΙΤἸ6όχ6-96: 18x6=108, 
κιλπ. AvTO δείχνει τὴν AV@TEPOTHTA TOV περιττού ἔναντι του 
άρτιου. Διότι το 5 ὑπερνικά τον περιττό αριθμό που πολλα- 
πλασιάζει, κάνοντάς τον Va λήγει στον εαυτό του: αλλά το 6 
πυπερνικάται από τον άρτιο ἀαριθμό που πολλαπλασιάζει και 
λήγει σε αὐτόν. 

O Ιάμβλιχος, oto Περί τῆς Νικομάχου Αριθμητικής Εἰ- 
σαγωγής, σελ. 47, παρατηρεί για τον αριθμό 6 ότι «εκτός του 
ότι είναι ἕνας τέλειος αριθμός, εἶναι ο πρώτος αρτιοπέρισ- 
σος αριθμός Kat ο πρώτος από τοὺς ετερομήκεις αριθμούς. 
Και προσθέτει ότι ονομαζόταν γάμος από τους Πυθαγόρει- 
οὐς, δπειδή ἡ πρώτη συνένωση του aposvikod Kat θηλυκού 
πυφίσταται από THV ἀνάμιξη᾽ σύμφωνα με αὐτόν τον αριθμό. 
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Qs συνέπεια επίσης της ολοκληρίας καὶ τῆς συμμετρίας που 
περεχεί, τον ἀαποκαλούσαν υγεία και κάλλος». 

Ot ακόλουθες ιδιότητες του 6 καὶ του ὃ είναι αξιοσημείω- 
τες καὶ πιστεύω ότι διέφυγαν τῆς προσοχής τόσο τῶν αρ- 
χαίων όσο καὶ τῶν σύγχρονων μαθηματικών. Αφορούν τον 
σχηματισμό τῶν τετραγώνων από TH συνεχή πρόσθεση αὐτών 
τῶν αριθμών με τους εαὐυτούς τους μαζί με τη μονάδα. 

Tia παράδειγμα, 1+6+6+6+6 =25, δηλαδή 1τ(6Χ4) -Ξ 
25 και 25+(6 x 16)=121, 121+(6 x 28)=289, και 289+(6x40) 
=529. Katto idto για τοὺς ὑυπόλοιπους. Δηλαδή to 1 προστι- 
θέμενο στο τέσσερις φορές το 6 ισούται με 25: αὐτό προστι- 
θέμενο στο 16 φορές το 6 ισούται με 121: το 121 προστιθέ- 
μενο oto 28 φορές το 6 ισούται με 289, κιλπ. Παρατηρείται 
ότι οι τετραγωνικές ρίζες τῶν αριθμών που παράγονται ἔτσι, 
διαφέρουν ἡ μία από την άλλη κατά 6. Διότι οι ρίζες είναι 5, 
11, 17, 23, κιλπ., ενώ ἡ διαφορά τῶν πολλαπλασιαζόμενων 
αριθμών είναι πάντοτε 12. Ἔτσι ο πρώτος πολλαπλασιαστής 
είναι 4, ο δεύτερος 16, ο τρίτος 28, ο τέταρτος 40, και ἡ δια- 
φορά μεταξύ τους είναι 12. 

Όσον αφορά το ὃ ἔχουμε 1 +8 =9 + (8 x 2) =25 τ (ὃ x 3) =49 
+ (8x4) =81+(8x5) =121+ (8x6)=169. Etot οι ρίζες τῶν 
τετραγώνων εἰναι οι περιττοί αριθμοί 3, 5, 7, 9, 11, 13, κιλπ., 
Tov διαφέρουν ἡ μία από την άλλη κατά 2: και οἱ πολλαπλα- 
σιαζόμενοι αριθμοί είναι 2, 3, 4, 5, 6, κιλπ. Το άθροισμα 1+ 
4:4, κιλπ., θα παράγει ομοίως τους ίδιους τετράγωνους α- 
ριθμούς, καθώς καὶ το 1+8+8, KAR. 
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“Er. 66-67: Ομοίως ἢ κίνηση τῶν άστρων υμνείται ὡς 
συνοδευόμενηῃ από αρμονικές μετατονίσεις. «Οἱ Πυθαγό- 
ρξιοι», λέει ο Σιμπλίκιος στὰ Σχόλια τοῦ oto 20 βιβλίο της 
πραγματείας tov Αριστοτέλη Περί Ουρανού, «ἔλεγαν ότι ἔ- 
νας αρμονικός ήχος παραγόταν από τὴν κίνηση τῶν ουρά- 
νιῶν σωμάτων. Ἐπιστημονικά το στήριζαν από την αναλογία 
τῶν διαστημάτων τοῦς, εφόσον ὀχι μόνον οι λόγοι TOD ήλιου 
και της σελήνης, της Αφροδίτης καὶ του Ἑρμή, αλλά και τῶν 
άλλων ἀστέρων, ανακαλύφθηκαν από αυτούς». Και ο Σιμπλί- 
κιος προσθέτει: «lows ἡ ἐνστασὴη Tov Αριστοτέλη σε αὐτόν 
τον ισχυρισμό μπορεί va απαντηθεί σύμφωνα LE TH φιλοσο- 
φία τῶν Πυθαγορείων ὡς ακολούθως: Δεν είναι όλα τα 
πράγματα σύμμετρα μεταξύ τους, οὐτε καθετί είναι αισθητό 
σε όλους, ακόμη και στὴν επίγεια περιοχή. Αὐτό είναι φανε- 
pO από τους σκύλους, που οσφραίνονται CHa σε μεγάλη α- 
πόσταση, Ta οποία SEV μπορούν va οσφρανθούν οι άνθρω- 
ποι. Πολύ περισσότερο, επομένως, σε πράγματα Tov διαχω- 
ρίζονται από τόσο μεγάλο διάστημα, ὀπὼῶς τὰ άφθαρτα από 
τὰ φθαρτά, οι ουράνιες από τις επίγειες φύσεις. Eivat λοι- 
TOV αληθινό va πούμε ότι ο ήχος τῶν θεϊκών σωμάτων dev 
ακούγεται από TA γήινα αὐτιά; Αλλά αν κάποιος, όπως ο 
Πυθαγόρας, που αναφέρεται ότι εἰχε ἀκούσει αὐτήν την αρ- 
μονία, ἔχει ἀαπαλλαγεί από το επίγειο σώμα Tov και EXEL ε- 
ξαγνίσει TO φωτεινό και οὐράνιο ὀχημα΄ του, καθώς καὶ τις 
αἰσθήσεις του, site μέσῳ καλής κατανομής, είτε μέσω εντι- 
μότητας ζωής, site μέσω τῆς τελειοποίησης που προκύπτει 
από τερές λειτουργίες, τότε αὐτός θα αντιλαμβάνεται πράγ- 
ματα αόρατα στους άλλους και θα ακούει πράγματα που δεν 
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ακούν ot άλλοι. Av όμως κάποιος ήχος παράγεται and τὰ 
θεῖκά και άυλα σώματα, αὐτός δεν είναι οὐτε αποκροῦστι- 
κός, οὔτε καταστροφικός, αλλά διεγείρει τις δυνάμεις καὶ τις 
EVEPYELEG τῶν επίγειων ήχων Kal τελειοποιεί την αἰσθηση 
που συνεργάζεται pe αὐτές. Ἔχει επίσης κάποια αναλογία 
προς TOV ἤχο TOV συγκλίνει με την κίνηση τῶν OVPAVLOV σω- 
μάτων. Και ο ήχος που είναι μαζί μας, ὡς συνέπεια της NYN- 
τικής φύσης του αέρα, είναι κάποια ενέργεια τῆς κίνησης 
tov απαθούς ήχου τους. Av λοιπόν ο aépac εκεί δεν εἰναι 
ἀπαθής, εἰναι φανερό ότι οὔτε ο ἤχος που ὑπάρχει εκεί, εἰ- 
vat ἀπαθής. O Πυθαγόρας, όμως, φαίνεται ότι είχε πει ότι 
ἄκουσε THV οὐράνια αρμονία, επειδή κατανόησξ τις αρμονι- 
κές αναλογίες στους αριθμούς τῶν ουράνιων σωμάτων και 
αὐτό που μπορεί va ακουστεί σε αὐτά. Κάποιος όὀμὼῶς μπο- 
psi, πολύ ορθά, va αμφιβάλλει. Γιατί τα aotépta είναι ορατά 
από την αἰσθηση της όρασης μας, αλλά ο ήχος τους δεν μπο- 
pet va ακουστεί από Ta AVTIG μας; LE αὐτό απαντούμε ότι 
οὔτε Ta ἀστέρια τα ίδια τα βλέπουμε: διότι dE βλέπουμε τὰ 
μεγέθη τους, ή τα σχήματά τους, ή την ανυπέρβλητη ομορφιά 
τους. Ovte βλέπουμε THV κίνηση μέσω TNS οποίας παράγεται 
oO ἤχος: αλλά βλέπουμε κάποιο φὼς αὐτών, όπως αὐτό του 
ήλιου προς TH yn, EVO ο ίδιος ο ήλιος δεν είναι ορατός από 
ἐμάς. Ἴσως επίσης de θα πρέπει va μας ἕξενίζει το γεγονός 
ότι ἡ αίἰσθηση της όρασης, καθώς είναι περισσότερο ἀνυλη 
και υφίσταται μάλλον σύμφωνα προς τὴν ξνέργεια παρά 
σύμφωνα προς το πάθος και ὑπερβαίνει κατά πολύ τις άλλες 
αισθήσεις, θα ἔπρεπε νὰ θεωρηθεί ἀξια va δεχθεί τη Aa- 
μπρότητα και TH φωτεινότητα τῶν οὐρανίων σωμάτων, EVO 
ότι OL άλλες αισθήσεις δὲν είναι κατάλληλες για TO σκοπό 
αὐτό. Σχετικά όμως με ALTA και άλλα τέτοια μερικά, αν κά- 
ποιος μπορεί νὰ προσδιορίσει άλλες πιθανές αιἰτίες, ας τον 
θεωρούμε φίλο και όχι εχθρό». 

Σελ. 67: «Kat δὲν μπορεί va αμφισβητηθεί ότι ἡ αριθμη- 
τική εκ φύσεως ὑυπερέχει τῆς ἀστρονομίας, εφόσον φαίνε- 
ται ότι είναι ἀρχαιότερη από TH γεωμετρία καὶ TH μουσι- 
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Αὐτή επίσης ήταν ἡ άποψη tov Πυθαγορείων, τῶν οποί- 
ὧν το δόγμα σχετικά με το διαχωρισμό αυτών τῶν τεσσάρων 
μαθηματικών επιστημών ήταν, σύμφωνα με τον Πρόκλο στὰ 
Σχόλια του στον Εὐκλείδη, σελ. 10, το ἀακόλουθο: «Or Πυθα- 
γόρειοι διαχώριζαν σε τέσσερα μέρη ολόκληρη TH μαθημα- 
τική επιστήμη. Απέδιδαν το ένα από Ta μέρη τῆς στο πόσα 
πολλά, και τὸ άλλο oto πόσο πολύ. Καθένα από αυτά τα 
μέρη, το διαχώριζαν σε δύο. Διότι ἔλεγαν ότι ορισμένη πο- 
σότητα ή το πόσα πολλά, site υφίσταται καθεαυτή, site ε- 
ρευνάται σε σχέση προς κάτι άλλο. Και ότι το πηλίκον", ή 
to πόσο πολύ, είναι site σταθερό, site σε κίνηση. Ομοίως, 
ἔλεγαν ότι ἡ αριθμητική εἐρευνά THV ορισμένη ποσότητα που 
υφίσταται καθεαυτή, ενώ ἡ μουσική εκείνο που πυπάρχει α- 
ναφορικά προς κάτι GAAO. Και ότι ἡ γεωμετρία μελετά το 
πηλίκον που είναι ακίνητο, αλλά ἡ σφαιρική (ή ἀαστρονομία) 
εκείνο που είναι από μόνο Tov, ή κατ' ovoia, κινητό. Ent- 
πλέον βεβαίωναν ότι ἡ ορισμένη ποσότητα καὶ TO πηλίκον 
δεν εξετάζουν απλώς το μέγεθος ή το πλήθος, αλλά εκείνο 
Tov στο καθένα από αυτά, είναι ορισμένο. Διότι ot επιστή- 
μὲς μελετούν μόνο το ορισμένο, απορρίπτοντας ὡς μάταια 
τὴν κατανόηση τῆς αόριστης ποσότητας. Όταν ὀμῶς οι άν- 
θρωποι αὐτοί, που ήταν καθολικά σοφοί, καθόριζαν αὐτήν 
τὴν κατανομή, SEV πρέπει va υποθέτουμε ότι αὐτοί ἐστρεφαν 
τὴν προσοχή τοῦς σε εκείνη την ορισμένη ποσότητα Tov βρί- 
σκεται OTA αἰσθητά, ή O€ εκείνο το πηλίκον που φαίνεται va 
πυπάρχει σχετικά PE TA σώματα: διότι είναι ἔργο της φυσιο- 
λογίας, νομίζω, va ερευνά αὐτά, και όχι της μαθηματικής ε- 
πιστήμης. Αλλά εφόσον ο δημιουργός θεώρησε δεδομένο τὴν 
ἐνώση Kal τη διαίρεση TOV OAV, την ομοιότητα και τη δια- 
φορά αυτών, LE σκοπό THV OAOKANPwWON τῆς ψυχής, και εκτός 
αὐτών, την ακινησία και τὴν κίνηση, και, όπῶς ο Τίμαιος 
μας διδάσκει, συγκρότησε την ψυχή από avTa Ta είδη, πρέ- 
TEL Va πούμε OTL ἡ συλλογιστική EVEPYELA της λογικής, που 
συμμορφώνεται σύμφωνα προς τὴν ανομοιότητά της, τη διαί- 
PEON τῶν παραγωγικών ἀρχών καὶ το πλήθος της, δίνει υπό- 
στάση στην αριθμητική και ότι σύμφωνα με την ἐνώση TOV 
πλήθους και την επικοινωνία LE τον εαυτό της παράγει TH 
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γεωμετρία. Κατανοώντας ομοίως τον EAavTO τῆς να είναι ovy- 
χρόνως και ένα καὶ πολλά, παράγει τους αριθμούς και TH 
γνώση αυτών. Αλλά εξασφαλίζει για τον εαυτό της μουσική, 
σύμφωνα προς το δεσμό με τον οποίο συγκρατείται. Άρα, ἡ 
αριθμητική είναι ἀαρχαιότερη από τη μουσική, εφόσον ἡ ψυ- 
χή πρώτα διαχωρίστηκε κατά Eva δημιουργικό τρόπο και κα- 
τόπιν συνενώθηκε από αρμονικούς λόγους, όπῶς ο Πλάτω- 
νας αφηγείται στον Τίμαιο. H συλλογιστική evépyeta της λο- 
γικής, όντας εδραιωμένη σύμφωνα προς μια μόνιμη ενέργεια 
μέσα στον εαυτό της, ξεδιπλώνει από τον EALTO τῆς TH YEO- 
μετρία και τις δημιουργικές αρχές όλων τῶν σχημάτων. 
Σύμφωνα SE προς τὴν ἔμφυτη κίνηση της, παράγει TH σφαι- 
ρική επιστήμη (αστρονομία). Διότι αὐτή επίσης κινείται σύμ- 
φῶνα με κύκλους: αλλά είναι εγκαθιδρυμένη με αμετάβλητη 
ομοιότητα σύμφωνα προς τις αἰιτίες τῶν κύκλων. Ἐξαιτίας 
αὐτού ἡ γεωμετρία προηγείται της σφαιρικής, ακριβώς όπως 
ἡ ἀκινησία προηγείται της κίνησης. 

«Εφόσον όμως ἡ επιστημονικά ἐλλογη δύναμη γεννά av- 
τές τις επιστήμες, φροντίζοντας OY για την εξέλιξη τῶν μορ- 
φών τῆς που κατέχουν μια ἀπειρη δύναμη, αλλά για την κα- 
τανόηση TOV γένους του ορίου, για αὐτό οι Πυθαγόρειοι λέ- 
γοῦν ότι οι μαθηματικές επιστήμες, παραμερίζοντας το άπει- 
po, γνωρίζουν τώρα την πεπερασμένη ποσότητα. Διότι ἡ διά- 
volta ἔχει εγκαθιδρύσει στὴν επιστημονικά EAAOYH δύναμη ό- 
EG τις αρχές, τόσο του πλήθους όσο και του μεγέθους: εφό- 
σον ἡ δύναμη αὐτή συνολικά συνίσταται σε σχέση LE TOV ε- 
αὐτό της από όμοια μέρη, είναι μια καὶ αδιαίρετη, και πάλι 
διαιρετή. Κατά παρόμοιο τρόπο, ἀαποκαλύπτοντας στο φῶς 
τον κόσμο τῶν μορφών, συμμετέχει στο πέρας και TO άπειρο 
OVOLAOTLKG από το επίπεδο τῶν νοητών. Αλλά αυτή αντιλαμ- 
βάνεται πράγματι νοητικά από TH συμμετοχή της στο πέρας, 
ενώ γεννά ζωτικές ενέργειες και διάφορες παραγοωγικές ap- 
χές ANG TH φύση του άπειρου. Ol νοήσεις επομένως της ἐλ- 
λογης δύναμης συγκροτούν AVTES τις επιστήμες σύμφωνα με 
TO πέρας TOV περιέχουν και όχι σύμφωνα προς TO άπειρο 
της ζωής. Διότι αὐτές φέρουν μαζί τους μια εἰκόνα διάνοιας, 
αλλά όχι ζωής. Τέτοιο λοιπόν εἰναι το δόγμα τῶν Πυθαγο- 
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psiov και ἡ διαίρεση τῶν τεσσάρων μαθηματικών επιστημών 
σύμφωνα LE αὐτούς». 

Σελ. 74: «Αρτιάκις ἄρτιος είναι o αριθμός που μπορεί 
va διαιρεθεί σε δύο toa μέρη Kot καθένα από αυτά μπορεί 
va διαιρεθεί σε δύο άλλα toa μέρη, από τὰ οποία καθένα 
μπορεί να διαιρεθεί μὲ ὀμοῖιο τρόπο, Kat ἡ διαίρεση μπο- 
pet va συνεχισθεί μέχρι Va σταματήσει μὲ φυσικό τρόπο 
στην αδιαίρετη μονάδα». 

Ο Εὐκλείδης κατηγορείται από τον Ασκληπιό στο χειρό- 
ypago Σχόλιο του στο πρώτο βιβλίο του Νικόμαχου, για τον 
ορισμό TOD αρτιάκις άρτιου αριθμού, όὀπὼῶς ακολουθεί: «Εν- 
τεύθεν τοίνυν ελέγχεται ο Εὐκλείδης κακώς ὀρισάμενος εν τῶ εβδό- 
Lo Βιβλίῳ τον αρτιάκις άρτιον αριθμόν, φησί γάρ ότι αρτιάκις αριθ- 
μός εστίν ο υπό αρτίου αριθμού μετρούμενος κατά άρτιον αριθμόν 
TAVTO γάρ TO λόγω και OL, άρτιοι μόνως, καί μή όντες αρτιάκις άρτιοι 
εὐρεθήσονται». Δηλαδή: «Eda λοιπόν ο Ευκλείδης επιτιμάται, 
0 οποίος δεν ορίζει σωστά τον αρτιάκις ἄρτιο αριθμό στο 70 
βιβλίο. Διότι αὐτός ισχυρίζεται ότι ο αρτιάκις άρτιος αριθ- 
μός εἰναι εκείνος που μετρείται από άρτιο αριθμό σύμφωνα 
προς άρτιο αριθμό. Διότι με TOV ορισμό αυτό μόνο άρτιοι 
αριθμοί, και όχι ἀριθμοί που είναι αρτιάκις ἄρτιοι θα βρε- 
θούν». Κατά τον ίδιο τρόπο ο Εὐκλείδης κατηγορείται από 
tov ἸΙάμβλιχο για τον ίδιο ορισμό. Και πραγματικώς, δίκαια. 
Διότι όπῶς 0 Μπουλιάλντους napatynpsi otic Σημειώσεις του 
στο Θέωνα, σελ. 232, το 6, για παράδειγμα, μετρά το 24 με 
τον άρτιο αριθμό 4. Αλλά το 24 δεν είναι αρτιάκις άρτιος 
αριθμός. Διότι ἡ διαίρεση λήγει προτού φθάσει OT μονάδα: 
εφόσον το 24 διαιρείται στο 12, το 12 στο 6 και το 6 στο 3 
αλλά εδώ τελειώνει ἡ διαίρεση Kat Sev μπορεί va προ- 
χωρήσει παραπέρα. Επομένως, προσθέτει, ο Ευὐυκλείδης δί- 
KOLa κατηγορείται, ἐπειδή ο ορισμός του είναι ατελής Kat 
περισσότερο περιορισμένος από όσο θα ἔπρεπε. 

Σελ. 79: «Ο περισσάρτιος αριθμός συντίθεται... κ.λπ.». 
ΟἸάμβλιχος, άντρας οξύτατου πνεύματος, όπως ο Μπου- 
λιάλντους σωστά τον αποκαλεί, κατηγορεί και πάλι τον Ευ- 
κλείδη oto Περί τῆς Νικομάχου Αριθμητικής Εἰσαγωγής ό- 
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TL συγχέει TOV APTLOMEPLOGO με TOV περισσάρτιο αριθμό Ka- 
θώς και για TH μη διάκριση από TOV αρτιάκις άρτιο αριθμό. 
Και σίγουρα, καθώς παρατηρεί ο Μπουλιάλντους, ο Ευκλεί- 
δης ἔπρεπε va εἰχε κάνει διάκριση τῶν περιττών αριθμών 
από τοὺς περισσάρτιους, και αυτών πάλι από τους αρτιάκις 
άρτιους, OL οποίοι συγχέονται από αὑτόν. 

Σελ. 137, Κεφ. VI: «Τετράγωνος αριθμός εἰναι... κ.λπ.» 

XE αὐτό και στὰ δυο επόμενα κεφάλαια παρουσιάζεται ἡ 
γένεση τῶν τετραγώνων, πενταγώνων, εξαγώνων, κ-ιλπ. Αρχι- 
κά είναι ἀαναγκαίο va παρατηρήσουμε ότι μία άλλη γένεση 
τῶν τετραγώνων παραδίδεται από ἀρχαίους συγγραφείς, και 
ονομάζεται από εκείνους «δίαυλος», ή «μία κυκλική πο- 
ρεία από τὸ ίδιο προς to ίδιο». «Διότι στή μέθοδο αὐὑυτή», 
λέγει ο Ιάμβλιχος, «yn μονάδα γίνεται ταυτόχρονα εκκίνηση 
και τέλος σε κάθε σύνθεση. Διότι από αὐτήν αρχίζει ἡ πρόο- 
δος στῇ γένεση κάθε τετράγωνου, σαν από τὴν εκκίνηση 
προς το τέλος, που είναι ἡ πλευρά του τετράγωνου». Ἔτσι, 
για παράδειγμα, pe σκοπό va παράγουμξ ένα τετράγωνο 
που ἡ πλευρά Tov είναι 4, ας τοποθετήσουμξ τους αριθμούς 
αρχίζοντας από TH μονάδα, όπὼς από την αφετηρία ενός [π- 
πόδρομου, μέχρι το 4, και πάλι από το 4 σε μία ανάδρομη 
τάξη μέχρι TH μονάδα, όπως παρακάτο: 


1234321 


To ἀάἀθροισμα όλων αὐτών είναι 16, ένας τετράγωνος a- 
ριθμός, που ἡ πλευρά του είναι 4. Θέλοντας επίσης va παρά- 
yous ένα τετράγωνο που ἡ πλευρά του εἰναι 5, πρέπει va 
τοποθετηθούν ot αριθμοί ἀαρχίζοντας από TH μονάδα κατά 
παρόμοιο τρόπο, όπως ακολουθεί: 


123454321 


To άθροισμα αὐτών sivat 25 και συνεπώς ἡ πλευρά εἰναι 
5. Καὶ to ίδιο σε όλα Ta άλλα παραδείγματα. 

Αλλά αν ένας αριθμός κατανεμηθεί σε μονάδες και σε 
αὐτή την κατανεμημένη μορφή πολλαπλασιαστεί με TOV εαυ- 
τό του, Ot ἀριθμοί θα τοποθετηθούν όπως παρακάτω: 
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Tia va διευκολύνουμε TH γνώση τῆς γένεσης TOV TOAVYO- 
νικών αριθμών προσθέτουμε TOV ακόλουθο πίνακα: 


Γνώμονες τριγώνων 


Συνολικά τρίγωνα 


Γνώμονες τετραγώνων 


Συνολικά τετράγωνα 


Γνώμονες πενταγώνων 


Συνολικά πεντάγωνα 


Γνώμονες εξαγώνων 


Συνολικά εξάγωνα 


Γνώμονες ἐπταγώνων 


Συνολικά επτάγωνα 
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13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 
21 40 65 96 133 176 225 280 341 408 
29 36 43 S50 57 64 71 78 
24 46 75 111 154 204 261 325 396 474 
17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 
10 27 52 85 126 175 232 297 370 451 540 
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Συνολικά οκτάγωνα = 1 
Γνώμονες εννεαγώνων 
Συνολικά ἐννεάγωνα 
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Γνώμονες δεκαγώνων 


γώ Siem peek, δὰ 


Συνολικά δεκάγωνα 


O Ιάμβλιχος έχει λάβει τις ἀακόλουθες λεπτομέρειες σχε- 
τικά με αὐτόν τον πίνακα από τὰ «ξΕπανθήματα» ἠ «Αριθμη- 
τικά Ἄνθη» του Θυμαρίδα: 

«Ta πολύγωνα σχηματίζονται από τρίγωνα. To πρώτο τρί- 
γῶνο ev δυνάμει, το 1, είναι ἡ διαφορά τῶν πρώτων πολυγώ- 
νῶν sv δνεργεία στην καθοδική σειρά στον πίνακα. Tia πα- 
ράδειγμα, το πρώτο τρίγωνο εν ενεργεία είναι το 3, το πρώ- 
TO TETPAY@VO το 4, το πρώτο πεντάγωνο το 5, το πρώτο εξά- 
γῶνο το 6, κιλπ. και ἡ διαφορά ἀνάμεσα σε αὐτά είναι το |. 
Ομοίως, το πρώτο τρίγωνο εν δνεργεία, το 3, εἰναι ἡ διαφο- 
ρά TOV δεύτερων πολυγώνων EV EvEpysia, τῶν 6, 9, 12, 15, 
κιλπ., στην καθοδική σειρά. Και ὀλοι οἱ γνώμονες τῶν επτα- 
γώνων λήγουν όπως ο πρώτος και ο δεύτερος, δηλαδή σε 1 
και 6. 

Στὴ σειρά τῶν εξαγώνων βρίσκονται όλοι οι τέλειοι αριθ- 
μοί, ὀπὼς 6, 28, κιλπ. Ομοίως, όλα τα εξάγωνα εἰναι τρίγω- 
va, με ἕνα τρίγωνο va παραλείπεται εναλλάξ στη σειρά τῶν 
τριγώνων, όπως 1, 6, 15, 28, 45, κιλπ. Enions, ot τέλειοι α- 
ριθμοί που περιέχονται στή σειρά τῶν εξαγώνων εἰναι τρι- 
γωνικοί, ὀπῶς 6, 28, κιλπ. Ltn σειρά τῶν πενταγώνων δύο 
από αὐτά είναι εναλλάξ ἁρτιοι ἀριθμοί καὶ δύο περιττοί. 
Και από τους άρτιους ένας αριθμός είναι αρτιοπέρισσος, αλ- 
λά ο άλλος είναι περισσάρτιος. Ἔτσι, 1 καὶ 5 είναι περιττοί, 
αλλά 12 καὶ 22 είναι dptiot. Κατόπιν εκ περιτροπής to 12 
είναι περισσάρτιος, ενώ το 22 αρτιοπέρισσος. 

Στὴν καθοδική σειρά αυτών τῶν αριθμών, μετά τη σειρά 
τῶν μονάδων, TA πρώτα πολύγωνα διαφέρουν κατά TH μονά- 
δα, όπως 3, 4, 5, 6: τα δεύτερα κατά 3, όπως 6, 9, 12, KAT: 
τὰ τρίτα κατά 6, όπως 10, 16, 22, κιλπ.: Ta τέταρτα κατά 10, 
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όπως 15, 25, 35, κιλπ.: και τὰ πέμπτα κατά 15, όπως 21, 36, 
51, κιλπ.: ὥστε όλες αὐτές οι διαφορές βρίσκονται στη σειρά 
τῶν τρίγωνον. 

Όλα ta δεύτερα καὶ τρίτα πολύγωνα από TH μονάδα é- 
χουν επιμόριους λόγους, όπως 3, 4, 5, 6 και επίσης 6, 9, 12, 
15. Αλλά ta τέταρτα πολύγωνα από τη μονάδα έχουν επιμε- 
ρείς λόγους, όπως 10, 16, 22, 28. 

Κάθε τετράγωνο συντίθεται από το παραπάνω τρίγωνο 
καὶ TO ἀμέσως προηγούμενο αὐτού, όπως το 9 από τα τρίγω- 
va 6 και 3. Κάθε πεντάγωνο συντίθεται από το παραπάνω 
τρίγωνο και το διπλάσιο TOV προηγούμενου αὐτού, ὀπῶς TO 
12 από το 6 και το διπλάσιο του 3. Κάθε εξάγωνο από το 
παραπάνω τρίγωνο και TO τριπλάσιο τοῦ προηγούμενου τρι- 
γώνου, ὀπῶς το 15 από το 6 και το τριπλάσιο του 3° και 
οὕτω καθεξής, ο αριθμός Tov προηγούμενου τριγώνου avéa- 
νόμενος κατά TH μονάδα. Το πεντάγωνο 12 συντίθεται από 
TO τετράγωνο 9 καὶ TO προηγούμενο τετράγωνο 4, αν αφαι- 
ρεθεί από το άθροισμα το πρώτο τρίγωνο, δηλαδή ἡ μονάδα. 
To εξάγωνο 15 αποτελείται από το 12 nov είναι τοποθετημέ- 
vo δπάνω από αὐτό καὶ TO προηγούμενο πεντάγωνο 5, av 
ἀαφαιρεθούν ta δύο τρίγωνα της μονάδας από το ἀάθροισμα. 
To επτάγωνο 18 αποτελείται and το εξάγωνο 15 ποῦ εἰναι 
τοποθετημένο επάνω από αυτό, καὶ το προηγούμενο εξάγω- 
VO 6, αφαιρούμενων τριών τριγώνων της μονάδας από το ά- 
θροισμα. Το τετράγωνο 16 αποτελείται από ta τρίγωνα 10 
και 6. Το πεντάγωνο 22 αποτελείται από το τετράγωνο 16 
καὶ το τρίγωνο 6. To εξάγωνο 28 από το πεντάγωνο 22 και 
to τρίγωνο 6. Το επτάγωνο 34 από to εξάγωνο 28 Kat To 
τρίγωνο 6. Το τετράγωνο 16 αποτελείται από τὰ τρίγωνα 10 
και 6, ακριβώς και ολοκληρωμένα. Αλλά το πεντάγωνο 22 
αποτελείται από Ta τετράγωνα 16 και 9, μείον μία φορά το 
πρώτο τρίγωνο ev evepysia, το 3. To εξάγωνο 28 αποτελεί- 
ται από Ta πεντάγωνα 22 και 12, μείον δυο φορές TO πρώτο 
τρίγωνο ev δνεργεία, δηλαδή μείον 6. Και to extayw@vo 34 
αποτελείται από Ta εξάγωνα 28 Kat 15, μείον τρεις φορές TO 
πρώτο τρίγωνο ev evepysia, δηλαδή μείον 9. 
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ver. 148, Κεφ. XIV: «Lyerikd μὲ τοὺς ετερομήκεις... 
κλπ.». Ἐπειδή ot ἀριθμοί αὐτοί ἀαποχωρούν από την ἰσότητα 
TOV VIAPYEL στους τετράγωνους, ot Πυθαγόρειοι τους κατέ- 
τασσαν OT] συνεργασία τῶν κακών πραγμάτων, ενώ κατέ- 
τασσαν τοὺς τετράγωνους στὴ συνεργασία τῶν αγαθών 
πραγμάτων. Ο λόγος όμως για τὴν κατάταξη αὐτή εἰναι ότι 
όλοι οι τετράγωνοι αριθμοί, ή σχήματα, είναι ὀμοιοι προς 
εαυτούς και ἔχουν ίσες πλευρές, που ἔχουν τον ίδιο λόγο η 
μία προς την άλλη. Έτσι, βρίσκονται εν ηρεμία και δεν απο- 
χωρούν από TH μονάδα. Αλλά οι ετερομήκεις ἀριθμοί και τα 
ετερομήκη σχήματα είναι ανόμοια μεταξύ τοὺς και ἔχουν ε- 
πίσης ανόμοιο λόγο τῶν πλευρών τους. Διότι όπως OTH φυ- 
oun ακολουθία τῶν αριθμών 1, 2, 3, 4, 5, 6 κιλπ., ο λόγος 
του τελευταίου προς TOV ἀμέσως προηγούμενο όρο μειώνε- 
ται συνεχώς, ἔτσι στοὺς ετερομήκεις αριθμούς όσο αὐτοί αυ- 
ξάνονται, τόσο μικρότερος είναι ο λόγος της μεγαλύτερης 
πλευράς προς TH μικρότερη. Tia παράδειγμα, to 12 εἰναι €- 
Vag ετερομήκης αριθμός, που ἡ μεγαλύτερη πλευρά του είναι 
to 4 και ἡ μικρότερη το 3. Ο λόγος όμως τῆς πρώτης προς 
τὴν τελευταία είναι επίτριτος, που είναι μικρότερος από τον 
ημιόλιο, επειδή το 1/3 είναι μικρότερο από το 1/2. O Ευκλείδης 


ποτέ δε διακρίνει τους ετερομήκεις αριθμούς από τοὺς προ- 
μήκεις. Συμπεριλαμβάνει δὲ όλα ta είἰδη στο γενικό όνομα 
ἐπίπεδοι, πράγμα για το οποίο επιτιμάται από τον οξυδερκή 
Ιάμβλιχο, όπως ακολουθεί: «Αὐτό επίσης μη αντιλαμβανόμε- 
νος ο Ευκλείδης, συγχέει τή μεταβολή Kat τὴν ποικιλία της 
εξήγησης. Διότι νόμιζε ότι ο ετερομήκης αριθμός είναι α- 
πλώς εκείνος που παράγεται από τον πολλαπλασιασμό δυο 
άνισων αριθμών και δεν τον διέκρινε από τον προμήκη. Av 
όμως κάποιος ἀαποδεχόταν aAVTOV τον ορισμό, θα αποδεχόταν 
ότι Ta αντίθετα, τα οποία είναι φύσει ανίκανα va συνυπάρ- 
ἕουν, βρίσκονται στο ίδιο υποκείμενο. Διότι ο ορισμός TOV 
συμπεριλαμβάνει και τοὺς τετράγωνους αριθμούς και τους E- 
τερομήκεις. 

Σελ. 201: ... επίσης τέλειοι ἀριθμοί. Κάθε τέλειος είναι 
ένας τριγωνικός αριθμός, που ἡ πλευρά του είναι ο θεμελιώ- 


OEQOPHTIKH APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


δης αριθμός από τον οποίο σχηματίστηκξε. Av o θεμελιώδης 
αριθμός ὑψωθεί στο τετράγωνο, θα τισούται με το άθροισμα 
του ίδιου Tov τέλειου αριθμού καὶ του ἀμέσως προηγούμε- 
vov τριγωνικού αριθμού. Ἔτσι 7x7=49 και 49=21+4+28. Επί- 
ons, 31x31=961 και 961=465+496. Το ίδιο και για τους υ- 
πόλοιπους. 

Ler. 195: «Ln σειρά 1:3 τὸς τε 


αξιοσημείωτο ότι TO ἀϑροισμ οποιουδήποτε πεπερασμένου 


κιλπ.». Ομοίως εἰναι 


αριθμού ὀρῶν στὴ σειρά τὶ Ἐπ μπορεί va βρεθεί πολλα- 


πλασιάζοντας τον τελευταίο OPO μὲ TOV παρανομαστή του 
: E : ᾿ iol , } 
προηγούμενου Opov. Ἐτσι το ee zt; loovtat μὲ 3χ- 


a=: -- Ὁμοίως to ἄθροισμα + z+ ΓΕ ισούται με 6X τς 10 mr E- 


πίσης, TO άθροισμα τῶν ΤῊΣ τε Ἐπ ισούται LE + To ίδιο 


καὶ για τοὺς υπόλοιπους. 
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ΣΗΜΕΙΩΣΕῚΙΣ 


. Οἵ μορφές ὑπάρχουν στὴν ἀκρότητα της νοητής τριάδας. H τρι- 
ada απαρτίζεται από ύπαρξη, ζωή και διάνοια. Αλλά n ὕπαρξη 
και ἡ Con, με όλα TA περιεχόμενα τοῦς, εμπλέκονται εδώ σε 
μια αδιαίρετη ενότητα. Βλέπε TH μετάφρασῃη μου του Πρόκλου 
σχετικά μὲ TH Θεολογία του Πλάτωνα. 


2. Στο Μετά ta Φυσικά του Αριστοτέλη. Βιβλίο 13. 


. Δηλαδή παραγωγικές αρχές. 


4. Βλέπε τις σημειώσεις TOD συγγραφέα OTN μετάφραση τοῦ έργου 


Μετά τὰ Φυσικά του Αριστοτέλη. 


. ATO αὐτό TO ἀπόσπασμα του Σιμπλίκιου είναι φανερό πόσο 
σφάλλουν εκείνοι που ὑυποθέτουν OTL με TO AVP στο κέντρο OL 
Πυθαγόρειοι Evvoovoayv Tov ήλιο, και ὡς συνέπεια αὐτού απο- 
δίδουν το σύστημα του Κοπέρνικου στον Πυθαγόρα, ὡς sosv- 
ρέτη. Βλέπε την εισαγωγή του T. Τέιλορ στον Τίμαιο, ton. I 
τῆς μετάφρασης tov Πλάτωνα’ επίσης τη σημείωση tov ίδιου 
στον ‘Yuvo πρὸς τὴν Eotia, om μετάφραση τῶν Ορφικών v- 
μνῶν. 

. Αὐτές οἱ δύο μεγάλες apyés δεν ονομάζονται μόνο μονάδα και 
δυάδα, αλλά και πέρας και ἀπειρο. 

. To τελευταίο μέρος avtod TOV ἀαποσπάσματος στο πρωτότυπο 
είναι λανθασμένο, διότι είναι «υπό δέ δύο όντες ευθειών ποτέ, είτε 
γωνιών, ευθύγραμμον συνίσταται σχήμα». Avti αυτού είναι ἀαναγκαίο 
va διαβαστεί, όπως OTH μετάφραση μου, «ὑπό de δύο όντες είτε 
εὐυθειών, είτε γωνιών, οὐ ποτέ ευθύγραμμον συνίσταται σχήμο». 


8. Περί Ουρανού, Βιβλ. A', κεφ.1. 
9. Στὸ «Tov Κατά to Μαθηματικόν Χρησίμων εἰς tno Πλάτωνος 


10 


Avayvaow», a. 147. 
. KOD, HO TOV ἀαμετέρα ψυχά παραδόντα τετρακτύν, παγάν αενάου φύσιος 
ριζώματ' ἐχουσαν» (Σ.τ.μ.). 
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ APIOMHTIKH TON ITYOATOPEION 


Ισάκις ίσοςΞ αριθμός πολλαπλασιαζόμενος ME TOV εαυτό TOD 
(Σ.τ.μ.). 

Ισάκις ιτισάκις ίσοςΞ αριθμός ὑψωμένος στην τρίτη δύναμη. δη- 
λαδή με ίσες τις τρεις διαστάσεις. Π.χ. 8=2x2x2=2, 27- 
3Χ3Χ35- 37, είναι εν δυνάμει κύβοι (Σ.τ.μ.). 


Αντί «περιττούται εἶναι ἀνάγκη va διαβαστεί «περατούται». 
Απορώ πώς ο διαβασμένος Μπουλιάλντους δὲν παρατήρησε 
αὐτή τη διόρθωση. 

To 5 εἶναι κατ' εξοχήν κυκλικός καὶ σφαιρικός αριθμός, επειδή 
σε κάθε πολλαπλασιασμό λήγει στον εαυτό του, ἤ τον επαναφέ- 
ρει. 


Βλέπε εξήγηση στο κεφάλαιο σχετικά με τις ιδιότητες της επτά- 
δας. 


Νέμεσις ή «δέουσα απονομή», ο ηθικός ἔλεγχος πάνω στην τύχη 
(P. Γκρέιβς, Ελληνικοί Μύθοι, σ. 132) (Σ.τ.μ.). 


Δηλαδή είναι στο μέσο της σειράς 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 


Τριοδίτις (λατινικά Trivia): επίθετο που αποδιδόταν στην Εκά- 
τη, ξεπειδή λατρευόταν σε τριόδους (Ξτρίστρατα). 


Κόρη του Ασκληπιού (Σ.τ.μ.). 

Η ακαταπόνητη, ἡ ἀδάμαστη. Όνομα της Αθηνάς (Σ.τ.μ.). 
Όνομα τῆς Αθηνάς (Σ.τ.μ.). 

Δηλαδή από το έβδομο μέρος της, ποῦ είναι το 1. 

Μήτις: Τιτανίδα, την κατάπιξ ο Ζεῦυς yla va μη γεννήσει TO γιο 
που θα τον εκθρόνιζε. Htav ἡ τιτανίδα της 4ης ημέρας (του 
Epp), της σοφίας και γνώσης (Σ.τ.μ.). 

Στὴν Αριθμητική Εἰσαγωγή tov Νικόμαχου. 

Συγγραφέας Ετυμολογικών. 

Δηλαδή μπορεί va διαιρεθεί με το 2 μέχρι τη μονάδα. 

Δηλαδή évav τριγωνικό αριθμό. 

Δηλαδή στη γεωμετρική πρόοδο Tov 3: 1, 3, 9, 27, 81, κιλπ. 


Exdepyoc: επίθετο του Απόλλωνα, σημαίνει αὐτός που τοξεύει 
μακριά, που ακοντίζει μακριά (Σ.τ.μ.). 

«Νύσσα» σημαίνει στόχος. Επομένως το ρήμα επινύσσω υπο- 
vost εδώ μια σαΐτα ή βέλος, που ἐχει φθάσει στον προορισμό 
TOV διεισδύοντας GTO σημείο του στόχου. 


31). 


32, 
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37. 


38. 


BIBAIO TPIA 


«Πρόεισι yap ο θείος αριθμός, ὡς φησίν 6 Πυθαγόρειος εἰς αὐτόν ὕμνος, 
μονάδος ἐκ κευθμώνος ακήρατου εστ' άν ίκηται 

τετράδα επί ζαθέην, ή δή τέκε μητέρα πάντων, 

πανδεχέα, πρέσβειραν, όρον περί πάσι τιθείσαν, 

ἄτροπον, ἀκάματον, δεκάδα κλείουσι μην ἀγνήν 

αθάνατοι τε θεοί και γηγενέεις ἀνθρῶποι. 

Πρόκλου, Υπόμνημα εἰς τον Πλάτωνος Τίμαιον, σελ. 269. 
Αλλά ἡ τελευταία σειρά είναι από το έργο του Συριανού για το 
Μετά ta Φυσικά του Αριστοτέλη 


Βλέπε τον Πίνακα oto πρώτο βιβλίο της Αριθμητικής tov Μαυ- 
ρόλυκου (Maurolycus). 


«Tov Κατά to Μαθηματικόν Χρησίμων εἰς τῆς Πλάτωνος Α- 
νάγνωσιν», σελ. 156. 


Βλέπε Κεφ. V. 


O Μπουλιάλντους, από τον οποίο προέρχεται ἡ πληροφορία Kat 
0 οποίος την αντλεί από τον ανώνυμο συγγραφέα τῶν Θεολο- 
γουμένων τῆς Αριθμητικής, κάνει πολύ μεγάλο λάθος στην ἐν- 
voila της λέξης ανταπόδοσις (ἀαποκατάστασῃη) σε αὐτό TO ση- 
μείο. Διότι λέγει «per ἀνταπόδοσιν intelligere oportet effectus 
productos a causis». Όμως αὐτή ἡ λέξη SE σημαίνει oto συγκε- 
κριμένο κείμενο τὰ ἀποτελέσματα που παράγονται από αττίες, 
αλλά σημαίνει THV ἀαποκατάσταση τῶν μερών προς Ta ολόκληρα 
από ta οποία απορρέουν. Γιατί σε κάθε τάξη πραγμάτων υπάρ- 
χει μονιμότητα, πρόοδος και επιστροφή otic αἰτίες. 


Δηλαδή 4 x 4=4+4+4+4. Το εμβαδό του τετραγώνου με πλευρά 
4 ισούται με την περίμετρο Tov (Σ.τ.μ). 

Μπορεί επίσης να δειχθεί -όπως ακολούθως- ότι οι χρόνοι 
μιας βιώσιμης γέννησης εξαρτώνται από την εξάδα. Ac πάρου- 
μξ το 6 και το 12, ta οποία éyovv λόγο δυο προς ένα Kal επί- 
σης ας πάρουμε τοὺς δυο αρμονικούς μέσους 8 και 9. Το ά- 
θροισμα αυτών τῶν τεσσάρων αριθμών εἰναι 35, το οποίο πολ- 
λαπλασιαζόμενο με το 6 παράγει 210, το χρόνο τῶν επτά μη- 
νών. Ac πάρουμε τώρα το 6 Kat το 18, που ἔχουν λόγο τρία 
προς ένα, και ομοίως τοὺς δυο αρμονικούς μέσους, 9 και 12. To 
ἄθροισμα αὐτών τῶν τεσσάρων εἰναι 45, το οποίο πολλαπλα- 
σιαζόμενο με το 6, εμφανίζει To άθροισμα τῶν 270 ημερών, το 
χρόνο τῶν EVVED μηνών. 

Ομοίως, δυο οποιοιδήποτε ἀριθμοί που συνθέτουν το 8 είναι 
είτε καὶ Ol δυο περιττοί, είτε καὶ οἱ δυο άρτιοι. Δηλαδή το 1 
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ APIOMHTIKH TON ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΩΝ 


καὶ To 7 ἤ το 5 και το 3, είναι όλοι τους περιττοί: αλλά το 2 και 
το 6, ή 4 και 4, είναι όλοι τους ἀάρτιοι. 


Κατά όμοιο τρόπο, σε δυο οποιουσδήποτε ἀριθμούς που συ- 
γκροτούν το 9 Kat το 7, ο ένας είναι περιττός και ο άλλος ἀρ- 
τιος. Ἔτσι 1+8=9, 2+7=9, 34+6=9, και 4:1:5-:99. Και πάλι, 
14+6=7, 2+5=7 και 3:1:4Ξ-Ξ7. 


‘Eto. 1x2x2x2x2x2x2=64 Ka 1x3x3x3x3x3x 3=729. 


Διότι 64x%2x2x2x2x2x2=4096. Enions, ἡ εβδομάδα που ov- 
ντίθεται βάσει του λόγου τρία προς ένα από το 64, θα είναι 
46656, που είναι συνάμα τετράγωνο και κύβος: διότι ἡ TETPAYO- 
νική ρίζα του είναι 216 και η κυβική ρίζα 36. 


Μουσικός Κανόνας: Σύνθεση ποῦ το μέλος της επαναλαμβάνε- 
ται περιοδικά από καθεμία από τις φωνές (Σ.τ.μ.). 


Δηλαδή: To πρώτο ορθογώνιο τρίγωνο ποῦ ol πλευρές TOV είναι 
μετρήσιμες, αποτελείται από τους αριθμούς 3, 4 και 5. Διότι το 
εμβαδόν ενός τέτοιου τριγώνου είναι TO 6, το οποίο ισούται με 
TO μισό του γινομένου τῶν δυο πλευρών 3 και 4, δηλαδή με 
(9 χ 4):2. Αλλά οι πλευρές οποιουδήποτε ορθογώνιου τριγώνου, 
mov TO εμβαδόν του είναι μικρότερο από 6, θα είναι μη με- 
τρήσιμες, Ἔτσι, sav 5 εἶναι το εμβαδόν ενός ορθογώνιου τρι- 
γώνου, θα toovtat pe (2Χ5):2 H με (1 x 10):2. Eto, ot δυο μι- 
κρότερες πλευρές θα είναι site 2 καὶ 5, site 1 καὶ 10: και ἡ 
vaotsivovoa θα είναι site ἡ τετραγωνική ρίζα tov 29, site ἡ 
τετραγωνική ρίζα tov 101, mov το καθένα τοὺς είναι μη μετρή- 
oma. Eto. επίσης θα ἔχει ἡ κατάσταση av το εμβαδόν εἰναι 4, 
ή 3, ή 2. Και καθώς το μετρήσιμο mponysitar εκ φύσεως από το 
μη μετρήσιμο, το ορθογώνιο τρίγωνο Tov οι πλευρές TOV είναι 
3, 4, και 5, θα είναι ἡ apyn τῶν υπολοίπων. Ἔτσι επίσης, είναι 
φανερό γιατί το 3 και το 4 σχηματίζουν την ορθή γωνία. 


Διότι 14+24+3+4+5+6+7=28 


Ἔτσι στους αριθμούς 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, που είναι σε λόγο 
δύο προς ένα, το 4 είναι τετράγωνο, το ὃ είναι κύβος και το 64 
είναι και τετράγωνο και κύβος. Ἐπίσης, στοὺς αριθμούς 1, 3, 9, 
27, 81, 243, 729, που είναι σε λόγο τρία προς ένα, το 9 εἰναι 
τετράγωνο, το 27 κύβος και το 729 είναι και τετράγωνο και κύ- 
βος. Όμοια θα εμφανίζεται ἡ κατάσταση με αριθμούς σε λόγο 
τέσσερα προς ένα, πέντε προς ἕνα κ.λπ. 


Βλέπε Κεφ. XXXII oto Βιβλίο Δύο. 
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«Tov Κατά to Μαθηματικόν Χρησίμων εἰς της Πλάτωνος A- 
γάγνωσιν», σελ. 162. 


Κύβιτον: apyaio μέτρο μήκους, περίπου 50 εκατοστά (Σ.τ.μ.). 


Βλέπε Σημειώσεις του Μπουλιάλντους ota Μαθηματικά του Θέ- 
@va, σελ. 284. 


Στο πρωτότυπο «πείθουσα προφάσει, και διπλοτάτοις μονά- 
δος», το οποίο είναι φανερώς εσφαλμένο καὶ AKATAVONTO λόγω 
της λέξης «διπλοτάτοις». O Μπάξτερ (Baxter), μη όντας ικανός 
να διορθώσει αὐτό το κείμενο, δεν προσπαθεί va το μεταφρά- 
σει, αλλά απλώς λέξει «..THV αποκαθιστά στο περιθώριο από ό- 
που πάρθηκε». Όμως όλη ἡ φράση θα γίνει κατανοητή, αν αντί 
«διπλοτάτοις», ἀναγνώσουμε, OTMS στην παραπάνω μετάφρα- 
ση, «απλότητι της». 


. Ὁ Μπάξτερ, mov είναι πάντοτε κακός μεταφραστής KOL κριτικός 


τῆς φιλοσοφίας καὶ της επιστήμης, μεταφράζει λανθασμένα TO 
ἀπόσπασμα του Πλούταρχου για τον αριθμό 36: «Ἐπειδή αὐτό 
δημιουργείται από τον άρτιο αριθμό 4 και από τέσσερις περιτ- 
τούς αριθμούς, αθροισμένους». Και μετά προσθέτει σε μιὰ ση- 
μείωση, «δηλαδή, τέσσερις φορές το 9». 


Στο πρωτότυπο «καταράσεως», αλλά θα ἔπρεπε εμφανώς νὰ 
είναι, όπως στή μετάφραση μου, «κατακράσεως». Ο Τενέλιους 
(Tenellius), μη βλέποντας αὐτό το λάθος, Exave TO κείμενο α- 
κατανόητο. Διότι ἡ μετάφρασή tov είναι: «Item connubium 
vocari ἃ Pythagoraeis, quia per se primum fit conjunctio maris 
et feminae ex conflictu». 


Η ψυχή ἔχει τρία οχήματα, to αιθερικό, To agptvo καὶ TO επί- 
yélo σώμα. Το πρώτο, το οποίο είναι φωτεινό και ουράνιο, εἰ- 
ναι συγγενές LE την οὐσία της ψυχής καὶ σε αὐτό μόνο κατοικεί 
σε κατάσταση μακαριότητας στὰ ἀστέρια. LTO δεύτερο VTOME- 
PEL τις τιμωρίες TOV αμαρτιών της μετά θάνατον. Και με το τρί- 
το γίνεται κάτοικος της γης. 

Πηλίκος: πόσο μεγάλος. ἀναφέρεται στο μέγεθος, σε αντίθεση 
HE TO πόσος, TOD ἀναφέρεται στην ποσότητα (Σ.τ.μ.). 

Δηλαδή μια ευθεία καὶ μια κυκλική γραμμή. 


Δίαυλος = διπλός δρόμος στον οποίο ο αγωνιζόμενος ἔτρεχε μέ- 
χρι τὴν άκρη τοῦ σταδίου, ἔκαμπτε TH στήλη που βρισκόταν ε- 
Ket και επανερχόταν πίσω από την άλλη πλευρά Tov σταδίου 
(Σ.τμ.). 
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To πνεύμα tou Πυθαγόρα και τῆς Σχολής του 
παραμένει άσβεστο στοὺς καιρούς μας, καθώς σε 
olUhwehvameloyo10 091} ΝΣ 919}. 6.5} 19.9191}0191{Ὁ 91} 1 Π}} 
μαθηματικών όχι μόνον ὡς επιστήμης, αλλά ὡς βα- 
elUhmoumele 9196}. 09} ὉΠ 2} 9114 Ὁ 9 1π91 ὦ 119] 61119Ὁ] 9 ἃ {43 
τόσο την υλική πραγματικότητα όσο και τὴν αχανή 
MEPLOXN TWV OUPAVIWV OMALPWV. 

Axpoywviaioc λίθος της Πυθαγόρειας σκέψης υ- 
πήρξε ἡ Θεωρητική ἀριθμητική, ἡ γνώση και ἡ φιλο- 
ofelo {9 5 9.5.5} ml 15.951} 9 Ὁ τε 9515. 5111} |.9}.9}.15}.9᾽ 
ξεκτοξευόταν σε υπέρτατα ύψη και ἡ συνείδηση αγκά- 
Male ολόκληρο TO σύμπαν. 

Οι θεμελιώδεις αρχές της Θεωρητικής Αριθμητικής 
lato 019 }001 6 66. 205 ΘΕΤῸΝ Εἰ6 910}. 55} Ὸ} 5. 5.61 190 110 60. 
ΕΟ co ncon’e) 4119} 2190}10 0 152 51, .5}151.0} 419 λ01191..,9191 Ὁ 
ἜΝ Ta owlduEvVa 59 19 91} 0 ΔῊ Δ ΠΣ LOPMwyv The Neonvu- 
θαγόρειας και Νεοπλατωνικής σκέψης, ὅπως ο Νικό- 
μαχος, ο ἰάμβλιχος, ο Θωμάς ο Σμυρναίος κ.ά. 


a ae 


O Tovac Τέϊλορ ὑπήρξξε μια από tig εξέχουσες 
UOpMeC THC KAGOIKNS MPiAOGOMiac Tou NEepaopEevou 
αιώνα Kat ένθερμος ἐραστής the ἀρχαίας ελληνικής 
σκέψης. έχοντας μεταξύ άλλων μεταφράσει ολόκληρο 
To έργο του Πλάτωνα και του Πλωτίνου στην αγγλική 
γλώσσα. 
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